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Berechnung im Lambda-Kalkiil ist universell.

M. Schmidt-SchauB



Einleitung

Lambda-Kalkil und Haskell corne B

FRANKFURT AM MAIN.

Berechnung im Lambda-Kalkiil ist universell.

ABER:

@ Es ist sehr miihsam etwas zu programmieren

Es ist ebenfalls mithsam aus der Ausgabe eine verstindliche
Antwort zu extrahieren.

Sehr wenig intuitiv

Kein automatischer Standard fiir z.B. Zahlen und Listen usw.

Iteration und Rekursion nur iiber Fixpunkt-Kombinatoren
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Lambda-Kalkil und Haskell -

Der Lambda-Kalkiil allein ist als Kernsprache fiir Haskell eher ungeeignet:
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Lambda-Kalkil und Haskell -

Der Lambda-Kalkiil allein ist als Kernsprache fiir Haskell eher ungeeignet:

@ Keine echten Daten:
Zahlen, Boolesche Werte, Listen und komplexe
Datenstrukturen fehlen im Lambda-Kalkiil.
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Einleitung
GOETHEQ

Lambda-Kalkiil und Haskell oxIvERSITAT

Der Lambda-Kalkiil allein ist als Kernsprache fiir Haskell eher ungeeignet:

@ Keine echten Daten:
Zahlen, Boolesche Werte, Listen und komplexe
Datenstrukturen fehlen im Lambda-Kalkiil.

Ausweg mittels Church-Kodierung;:

z.B. true = Az, y.T
false = \z,y.y
if-then-else = A\b,x1,x9.b T1 T2
if-then-else true e1 ez = (\b, x1,22.b 1 x2) (Az,y.x) €1 ez
no,B3,3 no,f,2
— (A\z,y.z) e1 eg —— €1
if-then-else false e1 ez = (\b, x1,x2.b 1 z2) (Az,y.y) e1 e2
no,B3,3 no,B,2
—5 (A\z,y.y) e1 e2 —— > e2
Aber: Kompliziert; Daten und Funktionen sind nicht
unterscheidbar; Typisierung passt nicht zur Intuition und zu

Haskell; Was sind gleiche Ergebnisse?
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Lambda-Kalkiil und Haskell (2)

Im Lambda Kalkiil:

@ Rekursive Funktionen: Geht nur liber Fixpunkt-Kombinatoren:

Fakultat als Beispiel:

fak = (Af.(Az.f (z x)) (Ae.f (2 2)))
(AfAz.if £ =0 then 1 else zx (f (z —1)))

Aber: Kompliziert und schwer verstandlich!
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Einleitung

Lambda-Kalkiil und Haskell (2) ot

........

Im Lambda Kalkiil:

@ Rekursive Funktionen: Geht nur liber Fixpunkt-Kombinatoren:

Fakultat als Beispiel:

fak = (Af.(Az.f (z x)) (Ae.f (2 2)))
(AfAz.if £ =0 then 1 else zx (f (z —1)))

Aber: Kompliziert und schwer verstandlich!

@ Typisierung fehlt! Aber Haskell ist polymorph getypt.

M. Schmidt-SchauB



Einleitung

Lambda-Kalkiil und Haskell (2) corne B

FRANKFURT AM MAIN.

Im Lambda Kalkiil:

@ Rekursive Funktionen: Geht nur liber Fixpunkt-Kombinatoren:

Fakultat als Beispiel:

fak = (Af.(Az.f (z x)) (Ae.f (2 2)))
(AfAz.if £ =0 then 1 else zx (f (z —1)))

Aber: Kompliziert und schwer verstandlich!
@ Typisierung fehlt! Aber Haskell ist polymorph getypt.

o Kein seq: In Haskell ist seq verfiigbar, im Lambda-Kalkiil
nicht kodierbar.
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Kernsprachen fiir Haskell o

@ Im folgenden fiihren wir eine Hierarchie von Kernsprachen ein.
A-Kalkil < KFPT ... C ... Haskell
(C fiir Konstrukte, nicht die vollen Sprachen)

@ Alle sind Erweiterungen des Lambda-Kalkiils
@ Bezeichnungen: KFP. ..

@ KFP = Kern einer Funktionalen Programmiersprache
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Die Kernsprache KFPT -

o Erweiterung des Lambda-Kalkiils um
Datentypen (Konstruktoren) und case.

o KFPT: T steht fiir getyptes case
@ Beachte: KFPT ist nur ganz schwach getypt.
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Datentypen -

Annahmen:

@ Es gibt eine (endliche) Menge von Typen (das sind nur Namen)
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Datentypen -

Annahmen:

@ Es gibt eine (endliche) Menge von Typen (das sind nur Namen)

Beispiele

e Typ Bool,

o Typ List,

M. Schmidt-SchauB



Datentypen -

Annahmen:

@ Es gibt eine (endliche) Menge von Typen (das sind nur Namen)

o Fiir jeden Typ gibt es eine endliche Menge von
Datenkonstruktoren: Formale Notation: ¢;.

Beispiele
e Typ Bool,

o Typ List,
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GOETHE,

Datentypen e

........

Annahmen:
@ Es gibt eine (endliche) Menge von Typen (das sind nur Namen)

o Fiir jeden Typ gibt es eine endliche Menge von
Datenkonstruktoren: Formale Notation: ¢;.

Beispiele
@ Typ Bool, Datenkonstruktoren: True und False

o Typ List, Datenkonstruktoren: Nil und Cons
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Datentypen o

FRANKFURT AM MAIN.

Annahmen:
@ Es gibt eine (endliche) Menge von Typen (das sind nur Namen)

o Fiir jeden Typ gibt es eine endliche Menge von
Datenkonstruktoren: Formale Notation: ¢;.

e Datenkonstruktoren haben eine Stelligkeit ar(¢;) € Ny
(ar =, arity")
Beispiele

@ Typ Bool, Datenkonstruktoren: True und False

o Typ List, Datenkonstruktoren: Nil und Cons
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KFPT

Datentypen o

FRANKFURT AM MAIN.

Annahmen:
@ Es gibt eine (endliche) Menge von Typen (das sind nur Namen)

o Fiir jeden Typ gibt es eine endliche Menge von
Datenkonstruktoren: Formale Notation: ¢;.

e Datenkonstruktoren haben eine Stelligkeit ar(¢;) € Ny
(ar =, arity")
Beispiele
@ Typ Bool, Datenkonstruktoren: True und False,
ar(True) = 0 = ar(False).
o Typ List, Datenkonstruktoren: Nil und Cons,
ar(Nil) = 0 und ar(Comns) = 2.
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Datentypen S

Annahmen:
@ Es gibt eine (endliche) Menge von Typen (das sind nur Namen)

o Fiir jeden Typ gibt es eine endliche Menge von
Datenkonstruktoren: Formale Notation: ¢;.

e Datenkonstruktoren haben eine Stelligkeit ar(¢;) € Ny
(ar =, arity")
Beispiele
@ Typ Bool, Datenkonstruktoren: True und False,
ar(True) = 0 = ar(False).
o Typ List, Datenkonstruktoren: Nil und Cons,
ar(Nil) = 0 und ar(Comns) = 2.

Haskell-Schreibweise: [] fiir Nil und : (infix) fiir Cons
Beachte [a1, az, ..., ay,] ist Abkiirzung fiir a1 : (a2 : (... : (an : [])))

M. Schmidt-SchauB



Syntax von KFPT -

Expr =V (Variable)
| AV.Expr (Abstraktion)
| (Expr; Expr,) (Anwendung)
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KFPT

Syntax von KFPT e
Expr =V (Variable)

| AV.Expr (Abstraktion)

| (Expr; Expr,) (Anwendung)

| (¢; Expr; ... EXprar(Ci)) (Konstruktoranwendung)

| (caseTypname Expr of (case-Ausdruck)

{Pat; — Expry;...;Pat, - Expr,})
Pat; :=(¢; V1 ... Vm.(cz.)) (Pattern fiir Konstruktor )
wobei die Variablen V; alle verschieden sind.
Nebenbedingungen:
@ case mit Typ gekennzeichnet,
o Pat; — Expr, heiBt case-Alternative

@ case-Alternativen sind vollstindig und disjunkt fiir den Typ:
fiir jeden Konstruktor des Typs kommt genau eine Alternative vor.
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Beispiele (1)

Erstes Element einer Liste (head):

Azs.caserist xs of {Nil — 1;(Cons y ys) — y}
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Beispiele (1)

Erstes Element einer Liste (head):

Azs.caserist xs of {Nil — 1;(Cons y ys) — y}
Restliste ohne erstes Element (tail):

Azs.caserisy s of {Nil — L;(Cons y ys) — ys}

L reprasentiert Fehler, z.B
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Beispiele (1)

Erstes Element einer Liste (head):

Azs.caserist xs of {Nil — 1;(Cons y ys) — y}
Restliste ohne erstes Element (tail):
Azs.caserisy s of {Nil — L;(Cons y ys) — ys}
L reprasentiert Fehler, z.B
Test, ob Liste leer ist (null):

Azs.caserisy 8 of {Nil — True;(Cons y ys) — False}
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Beispiele (1)

Erstes Element einer Liste (head):

Azs.caserist xs of {Nil — 1;(Cons y ys) — y}
Restliste ohne erstes Element (tail):

Azs.caserisy s of {Nil — L;(Cons y ys) — ys}

L reprasentiert Fehler, z.B

Test, ob Liste leer ist (null):

Azs.caserisy 8 of {Nil — True;(Cons y ys) — False}

If-Then-Else:
if e then s else t:

casepgo1 € of {True — s;False — t}
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KFPT

Beispiele (2) S

o Paare: Typ Paar mit zweistelligem Konstruktor Paar
Z.B. wird (True,False) durch (Paar True False)
dargestellt.

o Projektionen:

fst = MAz.casepaar x of {(Paar a b) — a}
snd = MAr.casepaar « of {(Paar a b) — b}

@ Analog: mehrstellige Tupel

@ In Haskell sind Tupel bereits vorhanden (eingebaut),
Schreibweise (a1, ...,a,)

@ In Haskell auch O-stellige Tupel, keine 1-stelligen Tupel
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Haskell vs. KFPT: case-Ausdriicke (1)

Vergleich mit Haskells case-Ausdriicken
@ Syntax dhnlich:
e Statt — in Haskell: —>
o Keine Typmarkierung am case
Beispiel:
o KFPT: casey ;s s of {Nil — Nil;(Cons y ys) — y}
o Haskell: case xs of [1 -> [1; (y:ys) >y

M. Schmidt-SchauB



Haskell vs. KFPT: case-Ausdriicke (1) SR

Vergleich mit Haskells case-Ausdriicken
@ Syntax dhnlich:

e Statt — in Haskell: —=>
o Keine Typmarkierung am case

Beispiel:
o KFPT: casey ;s s of {Nil — Nil;(Cons y ys) — y}
o Haskell: case xs of [1 > [1; (y:ys) >y

@ In Haskell ist es nicht notwendig alle Konstruktoren
abzudecken

o Kann Laufzeitfehler geben:

(case True of False -> False)
*%* Exception: Non-exhaustive patterns in case
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Haskell vs. KFPT: case-Ausdriicke (2) o

o KFPT erlaubt nur disjunkte Pattern!

@ Haskell erlaubt liberlappende Pattern und geschachtelte
Pattern. Z.B. ist

case [1 of {0 > [; ((x:(y:ys)) -> [yl; x -> [}
ein giiltiger Haskell-Ausdruck
@ Semikolon und Klammern kann man bei Einriickung

weglassen:

case [] of
0 ->1
(x:(y:ys)) —> [yl
x > []
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Haskell vs. KFPT: case-Ausdriicke (3)

Ubersetzung von geschachtelten (Haskell) in einfache Pattern (fiir
KFPT)

case [1 of {[1 -> [I; (x:(y:ys)) —> [yl?}

wird Ubersetzt in:

caserjsy Nil of {Nil — Nil;
(Cons x z) — caserjst z of {Nil — L;
(Cons y ys) — (Cons y Nil)
}
}

@ Fehlende Alternativen werden durch Pat — L erginzt.

o | (gesprochen als , bot"): Reprasentant eines geschlossenen
nicht terminierenden Ausdrucks.

o Abkiirzung: (casery, s of Alts)
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Freie und gebundene Variablen in KFPT -

Zusatzlich zum Lambda-Kalkiil:

In einer case-Alternative
(Ci T1 oo Tar(ey)) = 8

sind die Variablen z1, ..., x4 () in s gebunden.
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Freie Variablen -

FV(x) =z
FV(Az.s) =FV(s)\ {z}
FV(st) =FV(s)UFV(t)
FV{(c s Sar(c)) =FV(s1)U...U FV(Sar(cl.))
FV(casepyy t of =FV(t)U(U@FEV(si) \{@ig, - Tiar(en}))
{(c1 211 T1ar(er)) — 513 =1
(Cn Tn,1 xn,ar(cn)) — S’ﬂ})

M. Schmidt-SchauB



Gebundene Variablen -

BV (z) =0
BV (Az.s) =BV (s)U{z}
BV(st) =BV (s)UBV(t)
BV(C S1 Sar(c)) = BV(Sl) U...U BV(Sar(cl.))
BV (caseqyy t of =BV()U (U BV (si) U{zit, - Tiar(en})
{(c1 211 T1ar(er)) — 513 =1
(Cn Tn,1 xn,ar(cn)) — S’ﬂ})

M. Schmidt-SchauB



Beispiel -

s:= ((Ax.caserist « of {Nil — z;Cons = s — Au.(x Az.(z u))}) z)

FV(s) ={z} und BV (s) = {x,xs,u}

Alpha-aquivalenter Ausdruck:

s" = ((A\xri.caserisy 21 of {Nil — x1;Cons @2 s — Au.(z2 Axz.(z3 uw))}) x)

FV(s') ={z} und BV (s') = {x1,z2, x5, 23, u}
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Notationen in KFPT -

Notationen in KFPT:
Wie im Lambda-Kalkiil (mit angepasster F'V, BV Definition)

e Offene und geschlossene Ausdriicke
@ a-Umbenennung

@ Distinct Variable Convention
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Operationale Semantik von KFPT -

Substitution
@ s[t/x] ersetzt alle freien Vorkommen von z in s durch ¢
(wenn BV (s)NFV(t) = 0)
@ s[t1/x1,...,ty/xy,] parallele Ersetzung von x1, ..., x, durch
t1,...,tn (wenn fiir alle ::BV (s) N FV (t;) = 0)

M. Schmidt-SchauB



Operationale Semantik von KFPT come @

Substitution
@ s[t/x] ersetzt alle freien Vorkommen von z in s durch ¢
(wenn BV (s)NFV(t) = 0)
@ s[t1/x1,...,ty/xy,] parallele Ersetzung von x1, ..., x, durch
t1,...,tn (wenn fiir alle ::BV (s) N FV (t;) = 0)

Definition
Die Reduktionsregeln () und (case) sind in KFPT definiert als:
(8) (Ax.s) t — s[t/z]

(case) caseryp (€81 --- Sar(e)) O {5 (cT1... Tare) = ¢ ...}
- t[sl/xl’ 009 Sar(c)/xar(c)]

Wenn s — ¢t mit (3) oder (case) dann reduziert s unmittelbar zu ¢
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Beispiel -

(A\x.casepaar « of {(Paar a b) — a}) (Paar True False)

M. Schmidt-SchauB



Beispiel -

(A\x.casepaar « of {(Paar a b) — a}) (Paar True False)

LN casepaar (Paar True False) of {(Paar a b) — a}

M. Schmidt-SchauB



Beispiel -

(A\x.casepaar « of {(Paar a b) — a}) (Paar True False)

LN casepaar (Paar True False) of {(Paar a b) — a}

case
—— True

M. Schmidt-SchauB



KFPT-Kontexte -

Kontext = Ausdruck mit Loch []

C:=[]]| A\V.C | (C Expr) | (Expr C)
| (ci Expr, ...Expr,_; C Expr, ; Expr, )
| (casery, C of {Pat; — Expr,;...;Pat,, — Expr,})
| (caseryp, Expr of {Pat; — Expr,;...;Pat;, - C;... ,Pat, — Expr,})
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KFPT-Kontexte VRS

Kontext = Ausdruck mit Loch [/]
C:=[]]| A\V.C | (C Expr) | (Expr C)
| (c; Expr, ...Expr;,_; C Expr; Expr,,,))

[
(
| (casery, C of {Pat; — Expr,;...;Pat,, — Expr,})
| (caseryp, Expr of {Pat; — Expr,;...;Pat;, - C;... ,Pat, — Expr,})

Wenn C|[s] — C[t] wobei s By t oder s <% ¢, dann bezeichnet
man s (mit seiner Position in C) als Redex von C's].

Redex = Reducible expression
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Normalordnungsreduktion

Definition
Reduktionskontexte R in KFPT werden durch die folgende
Grammatik erzeugt:

R =[] | (R Expr) | (casery, R of Alts)

Normalordnungsreduktionen finden im Reduktionskontext statt
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Normalordnungsreduktion

Definition
Reduktionskontexte R in KFPT werden durch die folgende
Grammatik erzeugt:

R =[] | (R Expr) | (casery, R of Alts)

Normalordnungsreduktionen finden im Reduktionskontext statt

Redexsuche mit * zum Verschieben

o (s1.82)" = (s] s2)

Neue Regel:
o (casery, s of Alts)* = (casery, s* of Alts)
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Beispiel -

caserist y of {

(A Ay.( (Nil — Nil, ) True)) (Au,v.v)) (Cons (Aw.w)Nil))*
(Cons z zs) — (v 2)}
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Beispiel -

caserist y of {

(A Ay.( (Nil — Nil, ) True)) (Au,v.v))* (Cons (Aw.w) Nil))
(Cons z zs) — (v 2)}
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Beispiel -

caserist y of {

(A Ay.( (Nil — Nil, ) True))” (Au,v.v)) (Cons (Aw.w) Nil))
(Cons z zs) — (v 2)}
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Beispiel -

caserist y of {

(A Ay.( (Nil — Nil, ) True))” (Au,v.v)) (Cons (Aw.w) Nil))
(Cons z zs) — (v 2)}

caserist Y of {
228 (i (Nil - Nyil; ) True)) (Cons (A\w.w) Nil))*
(Cons z z8) — ((Au,v.v) 2)}
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Beispiel -

caserist y of {

(A Ay.( (Nil — Nil, ) True))” (Au,v.v)) (Cons (Aw.w) Nil))
(Cons z zs) — (v 2)}

caserist Y of {
228 (i (Nil - Nyil; ) True))” (Cons (Aw.w)Nil))
(Cons z zs) — ((A\u,v.v) z)}

M. Schmidt-SchauB



Beispiel -

caserist y of {

(((AzAy.(| Nil — Nil;
(Cons z zs) — (v 2)}

) True))” (Au,v.v)) (Cons (Aw.w) Nil))

caserist Y of {
228 (i (Nil - Nyil; ) True))”* (Cons (Aw.w) Nil))
(Cons z z8) — ((Au,v.v) 2)}
caserigt (Cons (Aw.w) Nil) of {
ol (Nil 5 Nil; ) True)*
(Cons z zs) — ((Au,v.v) 2)}
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Beispiel -

caserist Y of {

(((zAy.( (Nil — Nil;
(Cons z zs) — (z2)}

) True))” (Au,v.v)) (Cons (Aw.w) Nil))

caserist y of {
208 (i <Nil - Nzl; > True))* (Cons (Aw.w) Nil))
(Cons z zs) — ((Au,v.v) )}
caseris: (Cons (Aw.w) Nil) of {\ *
ol (Nil - Nil; ) True)
(Cons z zs) — ((Au,v.v) 2)}

M. Schmidt-SchauB



Beispiel -

caserist y of {

(((AzAy.(| Nil — Nil;
(Cons z zs) — (v 2)}

) True))” (Au,v.v)) (Cons (Aw.w) Nil))

caserist Y of {
228 (i (Nil - Nyil; ) True))”* (Cons (Aw.w) Nil))
(Cons z z8) — ((Au,v.v) 2)}
caserist (Cons (Aw.w) Nil)* of {
ol (Nil Nl ) True)
(Cons z zs) — ((Au,v.v) 2)}
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Beispiel -

caserist y of {

(((AzAy.(| Nil — Nil;
(Cons z zs) — (v 2)}

) True))” (Au,v.v)) (Cons (Aw.w) Nil))

caserist Y of {
228 (i (Nil - Nyil; ) True))”* (Cons (Aw.w) Nil))
(Cons z z8) — ((Au,v.v) 2)}
caserist (Cons (Aw.w) Nil)* of {
ol (Nil Nl ) True)
(Cons z zs) — ((Au,v.v) 2)}
222 (M, v.v) (Aw.w)) True)*

M. Schmidt-SchauB



Beispiel -

caserist y of {

(((AzAy.(| Nil — Nil;
(Cons z zs) — (v 2)}

) True))” (Au,v.v)) (Cons (Aw.w) Nil))

caserist Y of {
228 (i (Nil - Nyil; ) True))”* (Cons (Aw.w) Nil))
(Cons z z8) — ((Au,v.v) 2)}
caserist (Cons (Aw.w) Nil)* of {
ol (Nil Nl ) True)
(Cons z zs) — ((Au,v.v) 2)}
222 (M, v.v) (Aw.w))* True)
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Beispiel -

caserist y of {

(((AzAy.(| Nil — Nil;
(Cons z zs) — (v 2)}

) True))” (Au,v.v)) (Cons (Aw.w) Nil))

caserist Y of {
nob, ((\y.( (Nil — N?il; ) True))”* (Cons (Aw.w) Nil))
(Cons z z8) — ((Au,v.v) 2)}
caserist (Cons (Aw.w) Nil)* of {
ol (Nil - Nil; ) True)
(Cons z zs) — ((Au,v.v) 2)}
222 (Mg, v.v)* (Aw.aw)) True)
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Beispiel -

caserist y of {

(((AzAy.(| Nil — Nil;
(Cons z zs) — (v 2)}

) True))” (Au,v.v)) (Cons (Aw.w) Nil))

caserist Y of {
nob, ((\y.( (Nil — N?il; ) True))”* (Cons (Aw.w) Nil))
(Cons z z8) — ((Au,v.v) 2)}
caserist (Cons (Aw.w) Nil)* of {
ol (Nil - Nil; ) True)
(Cons z zs) — ((Au,v.v) 2)}
222 (Mg, v.v)* (Aw.aw)) True)

nob, ((Av.v) True)*
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Beispiel -

caserist y of {

(((AzAy.(| Nil — Nil;
(Cons z zs) — (v 2)}

) True))” (Au,v.v)) (Cons (Aw.w) Nil))

caserist Y of {
nob, ((\y.( (Nil — N?il; ) True))”* (Cons (Aw.w) Nil))
(Cons z z8) — ((Au,v.v) 2)}
caserist (Cons (Aw.w) Nil)* of {
ol (Nil - Nil; ) True)
(Cons z zs) — ((Au,v.v) 2)}
222 (Mg, v.v)* (Aw.aw)) True)

nob, ((\v.v)" True)
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Beispiel -

caserist y of {
((Az.Ay.( (Nil — Nil, ) True))” (Au,v.v)) (Cons (Aw.w) Nil))
(Cons z zs) — (v 2)}

caserist Y of {
228 (i (Nil - Nyil; ) True))” (Cons (Aw.w)Nil))
(Cons z zs) — ((A\u,v.v) z)}

no,B3

RSN Nil — Nil;

caserist (Cons (Aw.w) Nil)* of {

( ( ) True)
(Cons z zs) — ((Au,v.v) 2)}

222 (Mg, v.v)* (Aw.aw)) True)

nob, ((\v.v)" True)

no,B

— True
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G

Normalordnungsreduktion (2) S

Definition

Wenn s unmittelbar zu ¢ reduziert, dann ist R[s] — R][t] fiir jeden
Reduktionskontext R eine Normalordnungsreduktion.

o no,case
@ Notation: ﬂ bzw. auch —22 und 2%

° —> transitive Hiille von =%

o s oo no
o 2% reflexiv-transitive Hiille von 2%

.
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KFPT

Normalformen oxIvERSTTAT

GOETHE, g

Ein KFPT-Ausdruck s ist eine

Normalform (NF = normal form):
s enthalt keine (3)- oder (case)-Redexe

Kopfnormalform (HNF = head normal form):

s ist Konstruktoranwendung oder Abstraktion Az1,...x,.s’, wobei s’
entweder Variable oder (¢ 51 ... say(c)) oder (x s") ist

schwache Kopfnormalform (WHNF = weak head normal form):

s ist eine FWHNF oder eine CWHNF.

funktionale schwache Kopfnormalform (FWHNF = functional whnf):
s ist eine Abstraktion

Konstruktor-schwache Kopfnormalform (CWHNF = constructor whnf):
s ist eine Konstruktoranwendung (¢ s1 ... Sar(c))

Wir verwenden nur WHNFs (keine NFs, keine HNFs).
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Beispiel -

Az.( (A\y.y) (A\z.2) ) FWHNF

(Cons True ( (A\y.y) Nil)) CWHNF
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Normalformen -

Warum schwach?
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Normalformen -

Warum schwach?

Schwach: damit es zur Reduktionsstrategie passt:
Strategie ist: Normalordnungsreduktion
D.h. nicht alles in einer WHNF ist ausgewertet.
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GOE’

Normalformen Ny

Warum schwach?

Schwach: damit es zur Reduktionsstrategie passt:
Strategie ist: Normalordnungsreduktion
D.h. nicht alles in einer WHNF ist ausgewertet.
NF und HNF passen jeweils zu anderen Reduktions-Strategien.
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Terminierung bzw. Konvergenz S

Definition
Ein KFPT-Ausdruck s konvergiert (oder terminiert, notiert als sl)
genau dann, wenn:

sl & FJWHNF¢:s 25 ¢

Falls s nicht konvergiert, so sagen wir s divergiert und notieren
dies mit s1).

.

Sprechweisen:
Wir sagen s hat eine WHNF (bzw. FWHNF, CWHNF),
no,x

wenn s zu einer WHNF (bzw. FWHNF, CWHNF) mit ——
reduziert werden kann.
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Lambda Kalkiil und Typisierung

@ Im puren Lambda Kalkiil gibt es keine Typisierung.

@ Typisierung: wenn man Daten und Funktionen
unterscheiden will.
bzw. wenn man die erlaubten Argumente beschranken will.

M. Schmidt-SchauB



GOE’

Lambda Kalkiil und Typisierung oy

@ Im puren Lambda Kalkiil gibt es keine Typisierung.

@ Typisierung: wenn man Daten und Funktionen
unterscheiden will.
bzw. wenn man die erlaubten Argumente beschranken will.

@ ...und dann geht es weiter ...
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Lambda Kalkiil und Typisierung Qv

@ Im puren Lambda Kalkiil gibt es keine Typisierung.

@ Typisierung: wenn man Daten und Funktionen
unterscheiden will.
bzw. wenn man die erlaubten Argumente beschranken will.

@ ...und dann geht es weiter ...

@ - verschiedene Art von Daten
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GOETHE,

Lambda Kalkiil und Typisierung QVERTE)

Im puren Lambda Kalkiil gibt es keine Typisierung.

Typisierung: wenn man Daten und Funktionen
unterscheiden will.
bzw. wenn man die erlaubten Argumente beschranken will.

...und dann geht es weiter ...

- verschiedene Art von Daten

- verschiedene Funktionalititen. . ..
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Dynamische Typisierung in KFPT -

Normalordnungsreduktion in KFPT stoppt ohne WHNF: Falle:

@ eine freie Variable ist potentieller Redex
(Ausdruck von der Form R[z]), oder

@ ein dynamischer Typfehler tritt auf.

M. Schmidt-SchauB



G

Dynamische Typisierung in KFPT o ®

Normalordnungsreduktion in KFPT stoppt ohne WHNF: Falle:

@ eine freie Variable ist potentieller Redex
(Ausdruck von der Form R[z]), oder

@ ein dynamischer Typfehler tritt auf.

Definition (Dynamische Typregeln fiir KFPT)
Ein KFPT-Ausdruck s direkt dynamisch ungetypt, falls:

@ s = R[caser (¢ s1 ... sy) of Alts] und c ist nicht vom Typ T'
@ s = R[caser A\z.t of Alts].
Q@ s = R[(C S1 ... Sa.r(c)) t]

v
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Dynamische Typisierung in KFPT @

Normalordnungsreduktion in KFPT stoppt ohne WHNF: Fille:

@ eine freie Variable ist potentieller Redex
(Ausdruck von der Form R[z]), oder

@ ein dynamischer Typfehler tritt auf.

Definition (Dynamische Typregeln fiir KFPT)
Ein KFPT-Ausdruck s direkt dynamisch ungetypt, falls:

@ s = R[caser (¢ s1 ... sy) of Alts] und c ist nicht vom Typ T'
@ s = R[caser A\z.t of Alts].
Q@ s = R[(C S1 ... Sa.r(c)) t]

s ist dynamisch ungetypt
<~

It s 25 ¢ At ist direkt dynamisch ungetypt

v
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Beispiele e

........

@ caserist True of {Nil — Nil;(Cons = xs) — xs}
ist direkt dynamisch ungetypt

o (\r.caserisy  of {Nil — Nil;(Cons = xs) — xzs}) True
ist dynamisch ungetypt

@ (Cons True Nil) (Az.z) ist direkt dynamisch ungetypt

@ (casepyo1 = of {True — True;False — False})
ist typ-richtig?

o (Az.casepoo1 * of {True — True;False — False}) (\y.y)
ist dynamisch ungetypt
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Dynamische Typisierung (2) S

Satz (Progress Lemma)

Ein geschlossener KFPT-Ausdruck s ist irreduzibel (bzgl. der
Normalordnung) genau dann, wenn eine der folgenden
Bedingungen auf ihn zutrifft:

@ Entweder ist s eine WHNF, oder

@ s ist direkt dynamisch ungetypt.

Fortschrittseigenschaft

(Progress property):
Wenn t geschlossen, keine WHNF und getypt ist,
dann kann man eine Normalordnungsreduktion auf ¢ durchfiihren.

Es fehlt noch: Zusammenhang zwischen Typisierung und mehreren
Normalordnungs-Reduktionen 1?7
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Beispiele

Was ist mit 1/0 in Haskell?

1/0 ist in Haskell als externer Aufruf definiert.
Intern wiirde man es so machen:
case-Ausdruck mit  als Ausgang.
(Wobei  ein Ausdruck ist, der alle Typen hat.)
Dann ist 1/0 getypt, und Reduktion ergibt Nichtterminierung.
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Darstellung von Ausdriicken als Termgraphen -

Knoten fiir je ein syntaktisches Konstrukt des Ausdrucks

@ Variablen = ein Blatt
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Darstellung von Ausdriicken als Termgraphen -

Knoten fiir je ein syntaktisches Konstrukt des Ausdrucks

@ Variablen = ein Blatt

@ Abstraktionen A\z.s A wobei Baum fiir s
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Darstellung von Ausdriicken als Termgraphen -

Knoten fiir je ein syntaktisches Konstrukt des Ausdrucks

@ Variablen = ein Blatt

N
BN

@ Abstraktionen A\z.s wobei Baum fiir s

o Applikationen (st wobei [s], | t | Baume fiir s und ¢

M. Schmidt-SchauB



Darstellung von Ausdriicken als Termgraphen (2-

e Konstruktoranwendungen n-stellig: (¢ s1... s,)
/ c \\\ wobei die B3ume fiir s;
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Darstellung von Ausdriicken als Termgraphen (2) -

e Konstruktoranwendungen n-stellig: (¢ s1... s,)
/ C \\\ wobei die B3ume fiir s;
o case-Ausdriicke: n + 1 Kinder, casery,, s of {Alty;...;Alt,}
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Darstellung von Ausdriicken als Termgraphen (2) “’

e Konstruktoranwendungen n-stellig: (¢ s1... s,)
/ C \\\ wobei die Baume fiir s;
o case-Ausdriicke: n + 1 Kinder, casery,, s of {Alty;...;Alt,}
caseryp
\ Alt,
@ case-Alternative Pat — t —
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Beispiel -

Az.)\y.caserigt (Cons x Nil) of {
(Cons z zs) — False; True | (Cons True Nil)
Nil — True}
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Beispiel -

Az.)\y.caserigt (Cons x Nil) of {
(Cons z zs) — False;

Nil — True}
C]
o / \
\

True | (Cons True Nil)

N————

%

VRN

False Nil True

/
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Beispiel -

Az.)\y.caserigt (Cons z Nil) of {
(Cons z zs) — False;

Nil — True}
C]
o / \
\

True | (Cons True Nil)

N————

%

VRN

False Nil True

/
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Beispiel g

Az.)\y.caserigt (Cons x Nil) of {
(Cons z zs) — False;

Nil — True}
(¢}
o / \
\

True | (Cons True Nil)

N————

Cons —

2N

%

VRN

False Nil True

/

NO-Redex-Suche: immer links, bis Abstraktion oder Konstruktoranwendung
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Normalordnungsreduktion: Eigenschaften -

@ Die Normalordnungsreduktion ist deterministisch, d.h. fiir
jedes s gibt es hochstens ein ¢ mit s —» .

@ Eine WHNF ist irreduzibel beziiglich der
Normalordnungsreduktion.
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Normalordnungsreduktion: Eigenschaften

@ Die Normalordnungsreduktion ist deterministisch, d.h. fiir
jedes s gibt es hochstens ein ¢ mit s —» ¢.

@ Eine WHNF ist irreduzibel beziiglich der
Normalordnungsreduktion.

Satz (Standardisierung fiir KFPT)

Wenn s = t mit beliebigen (3)- und (case)-Reduktionen (in
beliebigem Kontext angewendet), und t ist eine WHNF,

dann existiert eine WHNF t', so dass s ' und t' = ¢ (unter
a-Gleichheit).

WHNE  WHNE

.
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KFPT Erweiterung zu KFPTS -

KFPTS




Rekursive Superkombinatoren: KFPTS iRy

e Erweiterung: KFPT zu KFPTS

e ,,S" steht fiir Superkombinatoren

@ Superkombinatoren sind Namen (Konstanten) fiir Funktionen
@ Superkombinatoren diirfen auch rekursiv definiert sein

Annahme: Es gibt eine Menge von Superkombinatornamen SK.

Beispiele: Superkombinator length, map, sum,
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KFPTS: Syntax

Expr ::=V | A\V.Expr | (Expr, Expr,)

(ci Expry ... Expry.,))

(caseryp Expr of {Pat; — Expry;..
| SK wobei SK € SK
= (¢i V1...V4p(c,)) wobei die Variablen V; alle verschieden sind.

.;Pat,, — Expr,,})

Pati
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KFPTS:Syntax (2) e

Zu jedem Superkombinator SK
gibt es eine Superkombinatordefinition:

SK Vi ...V, =Expr

@ V; paarweise verschiedene Variablen;

o Expr ein KFPTS-Ausdruck;

o FV(Expr) C {V4,...,V,,};

e ar(SK) =n > 0: Stelligkeit des Superkombinators

Beispiel: Superkombinator length
length zs =caserjst =5 of {
Nil — 0
(Cons y ys) — (1 + length ys)}
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KFPTS: Syntax (3) S

Ein KFPTS-Programm besteht aus:
@ einer Menge von Typen und Konstruktoren,
@ einer Menge von Superkombinator-Definitionen,

@ und aus einem KFPTS-Ausdruck s.
(Diesen kénnte man auch als Superkombinator main mit
Definition main = s definieren.)
Das Programm darf keine freien Variablennamen enthalten:

D.h. alle in s verwendeten Superkombinatoren miissen definiert
sein.
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KFPTS:Syntax (2) Superkombinatoren

ic|e

Unterschiede Haskell / KFPTS bei Superkombinatordefinitionen:

@ Mehrere Definitionen (fiir verschiedene Fille) pro
Superkombinator.

@ Argumente konnen Pattern sein

@ Guards sind moglich
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KFPTS:Syntax (2) Superkombinatoren

Unterschiede Haskell / KFPTS bei Superkombinatordefinitionen:

@ Mehrere Definitionen (fiir verschiedene Fille) pro
Superkombinator.

@ Argumente konnen Pattern sein
@ Guards sind moglich
Ist iibersetzbar nach KFPTS.
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Superkombinatoren corrs B

UNIVERSITAT

FRANKFURT AM MAIN.

Der Begriff Superkombinator im Lambda Kalkiil
@ geschlossener Ausdruck s
e Form \zq,...xz,.5

@ Man kann s durch iterierte Abkiirzungen
(ohne rekursive Vorkommen)
und komplett ohne innere lambda-s darstellen

Beispiele
AL, y.x
Az.(z ((Ay.y) )
Az.(z Ay.(y x))
transformierbar zu: Az.(z (A\z.\y.(y 2)) x))
mittels (interner) Reduktion (riickwarts)
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Superkombinatoren corrs B

UNIVERSITAT

FRANKFURT AM MAIN.

Der Begriff Superkombinator im Lambda Kalkiil
@ geschlossener Ausdruck s
e Form \zq,...xz,.5

@ Man kann s durch iterierte Abkiirzungen
(ohne rekursive Vorkommen)
und komplett ohne innere lambda-s darstellen

Beispiele
AL, y.x
Az.(z ((A\y.y) x)) =Xr.(z (I z)) mit I
Az.(z Ay.(y x))
transformierbar zu: Az.(z (A\z.\y.(y 2)) x))
mittels (interner) Reduktion (riickwarts)
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Superkombinatoren corrs B

UNIVERSITAT

FRANKFURT AM MAIN.

Der Begriff Superkombinator im Lambda Kalkiil
@ geschlossener Ausdruck s
e Form \zq,...xz,.5

@ Man kann s durch iterierte Abkiirzungen
(ohne rekursive Vorkommen)
und komplett ohne innere lambda-s darstellen

Beispiele

AL, y.x

Az.(z ((A\y.y) x)) =Xr.(z (I z)) mit I
Az.(x Ay.(y x)) kein Superkombinator

transformierbar zu: Az.(z (A\z.\y.(y 2)) x))
mittels (interner) Reduktion (riickwarts)
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Superkombinatoren, Einschub eta-Transformation o

FRANKFURT AM MAIN.

Die eta (n)- Transformation im Lambda-Kalkiil ist:

s~y Ax.s x  wenn z nicht frei in s
Diese ist in manchen Programmiersprachen korrekt

Vorsicht: Aber i.a. ist diese falsch in Haskell:
o | ist keine WHNF, aber Ax.L x ist eine WHNF.
e Fazit: n kann die Terminierung von Ausdriicken andern!!

@ — wird im Haskell-Compiler nicht verwendet.
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KFPTS: Operationale Semantik -

Reduktionskontexte:

R =[] | (R Expr) | caser,, R of Alts

M. Schmidt-SchauB
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KFPTS: Operationale Semantik

Reduktionskontexte:

R =[] | (R Expr) | caser,, R of Alts
Reduktionsregeln (3), (case) und (SK-f):
(8) (Ax.s) t — s[t/z]

(case) caseryy (€51 ... Sar() Of {.-o5 (cT1 .. Top(e) = 5 ..}
— t[Sl/l‘l, SR Sar(c)/xar(c)]
(SK-8) (SK s1 ... sp) —e[si/T1,...,8n/Tn),
wenn SK x1 ... x, = e die Definition von SK ist
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KFPTS: Operationale Semantik S

........

Reduktionskontexte:

R =[] | (R Expr) | caser,, R of Alts
Reduktionsregeln (3), (case) und (SK-f):
(8) (Ax.s) t — s[t/z]

(case) caseryy (€51 ... Sar() Of {.-o5 (cT1 .. Top(e) = 5 ..}
— t[sl/xly SR Sar(c)/xar(c)]
(SK-8) (SK s1 ... sp) —e[si/T1,...,8n/Tn),
wenn SK xz1 ... x, = e die Definition von SK ist

Normalordnungsreduktion:

s s ¢ mit (3)-, (case)- oder (SK-3)
R[s] 2% R[t]
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KFPTS: WHNFs und Dynamische Typisierung S

WHNFs

o WHNF = CWHNF oder FWHNF

o CWHNF = Konstruktoranwendung (c 81 ... Sar(c))

e FWHNF = Abstraktion oder SK sy ... s, mit ar(SK) > m
Direkt dynamisch ungetypt:

@ Regeln wie vorher: R[(caser Az.s of ...)],
R[(caser (¢ s1...sp)0f...)], wenn ¢ nicht von Typ 7" und

R[((C St .- Sar(c)) t)]
o Neue Regel: R[caser (SK s1 ... Sy) of Alts] ist direkt
dynamisch ungetypt falls ar(SK) > m.
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GOETHE,

Markierungsalgorithmus DERS)

Markierung funktioniert genauso wie in KFPTS:

o (st)"=(s"1)

o (casery, s of Alts)" = (casery, s* of Alts)
Neue Fille:

@ Ein Superkombinator ist mit x markiert:

o Geniigend Argumente vorhanden: Reduziere mit (SK-0)

e Zu wenig Argumente und kein Kontext auBen: WHNF

e Zu wenig Argumente und im Kontext (case [.] ...): direkt
dynamisch ungetypt.
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Beispiel -

Die Superkombinatoren map und not:

map f rs = caserisy xS of {Nil — Nil;

(Cons y ys) — Cons (f y) (map f ys)}
not x = casepeo1 & of {True — False;False — True}
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Beispiel o

FRANKFURT AM MAIN.

Die Superkombinatoren map und not:

map f rs = caserisy xS of {Nil — Nil;

(Cons y ys) — Cons (f y) (map f ys)}
not x = casepeo1 & of {True — False;False — True}

Beispiel zur Auswertung:

map not (Cons True (Cons False Nil))

M caserist (Cons True (COIIS False Nll)) of {

Nil — Nil;
(Cons y ys) — Cons (not y) (map not ys)}

no,case

Cons (not True) (map not (Cons False Nil))

WHNF erreicht!

Beachte: Im GHCl-Interpreter wird nur aufgrund des Anzeigens in den

Argumenten eines Konstruktors weiter ausgewertet
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Erweiterung um seq und strict -

@ In Haskell gibt es seq:

_Jb fallsal
(seqab)= {J_ falls af)

@ Operational: Werte erst a aus, dann b; und gebe (nur) den
Wert von b zuriick
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seq

Erweiterung um seq und strict S

@ In Haskell gibt es seq:

_Jb fallsal
(seqab)= {L falls af)

@ Operational: Werte erst a aus, dann b; und gebe (nur) den
Wert von b zuriick

@ Analog: strict (in Haskell infix als $! geschrieben)

@ strict f macht f strikt im ersten Argument, d.h. strict £
wertet erst das Argument aus, dann erfolgt die
Definitionseinsetzung.

@ seq und strict sind austauschbar:

f$'x = seqx (fx)
seqab = (\x ->b) $! a
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seq

KFPXX+seq Sprachen g

Nachweisbar: seq ist in KFPT, KFPTS nicht kodierbar! J

Wir bezeichnen mit
o KFPT+seq die Erweiterung von KFPT um seq
o KFPTS+seq die Erweiterung von KFPTS um seq

Wir verzichten auf die formale Definition!
Man bendtigt u.a. die Reduktionsregel:

sequt — t, wenn v WHNF
erweiterte Reduktionskontexte und die neue Verschieberegel:

(seq st)* — (seqs*t)
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seq

Bemerkung: Die (low-level) Sprache KFP

KFP hat keine Typbeschrankungen!

Expr = V | \V.Expr | (Expr; Expr,)
| (ci Expr, ... Exprar(ci))
| (case Expr of
{Pat; — Expry;...;Pat,, — Expr,;lambda — Expr, })
wobei Paty, ..., Pat, alle Konstruktoren abdecken

Pat; = (¢ V1... VGT(Ci)) wobei die Variablen V; alle verschieden sind.

@ Unterschied zu KFPT: Kein getyptes case, lambda-Pattern
o Neue Reduktionsregel case Az.s of {...,lambda — ¢t} — ¢
o In KFP ist seq kodierbar:

seqab := case a of {Pat; — b;...; Pat, — b; lambda — b}
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Typisierung

Polymorphe Typen




KFPTSP CERSTTRY

Mit KFPTSP bezeichnen wir polymorph getyptes KFPTS

Definition

Die Syntax von polymorphen Typen kann durch die folgende
Grammatik beschrieben werden:

TZ:=TV|TCT1 Tn|T1—>T2

wobei T'V fiir eine Typvariable steht und T'C' ein Typkonstruktor
mit Stelligkeit 7 ist.

Nur Ausdriicke, die einen (polymorphen) Typ besitzen,
gehdren zu KFPTSP.

.
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KFPTSP Beispiele -

polymorph: Typen haben Typvariablen

z.B. fak :: Int — Int

z.B. map :: (a — b) — (List a) — (List b)
Haskell: => statt —

Haskell verwendet [a] statt (List a).
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Polymorphe Typen
Beispiele

True :: Bool

False : Bool

not :: Bool — Bool

map 2 (a—=b) = [a] — [b]
(Ar.x) = (a—a)
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Polymorphe Typen

Einige Typregeln g

e Fiir die Anwendung:

sy — Tyt
(st):Ty

@ Instanziierung

s:: T wenn T" = o(T'), wobei o eine Typsubstitution ist,
s :: T die Typen fiir Typvariablen ersetzt.

@ Fiir case-Ausdriicke:

sy, Vi:Pat;::Ty, Vi:t;:Ts
(caser s of {Pat; — t1;...; Paty, — t,}) : T
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Polymorphe Typen

Beispiel S
and := Ax,y.casepe & of {True — y;False — False}
or = A\x.y.casepeo1 ¢ of {True — True;False — y}

Beide haben Typ: Bool — Bool — Bool

Mit der Anwendungsregel kann man Typen von Ausdriicken
berechnen:

and :: Bool — Bool — Bool, True :: Bool

,False :: Bool
(and True) :: Bool — Bool

(and True False) :: Bool
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Polymorphe Typen

Beispiel

Cons :: a — [a] — [d]
True :: Bool

Cons :: Bool — [Bool] — [Bool]’ Nil : [a]
True :: Bool, (Cons True) :: [Bool] — [Bool] 'Nil:: [Bool] Wil :: [q]
False :: Bool’ (Cons True Nil) :: [Bool] "Nil :: [Bool]

casepoo1 True of {True — (Cons True Nil);False — Nil} :: [Bool]

M. Schmidt-SchauB



Polymorphe Typen
Beispiel

map :: (a — b) — [a] — [b] not :: Bool — Bool

map :: (Bool — Bool) — [Bool] — [Bool]’

(map not) :: [Bool] — [Bool]
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Einleitung KFPT KFPTS

seq Polymorphe Typen

Ubersicht

Kernsprache | Besonderheiten

KFP Erweiterung des call-by-name Lambda-Kalkiils
um ungetyptes case und Datenkonstruktoren,
spezielles case-Pattern lambda ermoglicht Ko-
dierung von seq.

KFPT Erweiterung des call-by-name Lambda-Kalkiils
um (schwach) getyptes case und Datenkon-
struktoren, seq ist nicht kodierbar.

KFPTS Erweiterung von KFPT um rekursive Superkom-
binatoren, seq nicht kodierbar.

KFPTSP KFPTS, polymorph getypt; seq nicht kodierbar.

KFPT+seq Erweiterung von KFPT um den seqg-Operator

KFPTS+seq Erweiterung von KFPTS um den seq-Operator

KFPTSP+seq | KFPTS+seq mit polymorpher Typisierung, sehr

geeignete Kernsprache fiir Haskell

M. Schmidt-SchauB (04) Die KFP-Kernsprachen
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Polymorphe Typen

Ausblick sorrue G

FRANKFURT AM MAIN.

Erorterung der meisten Konstrukte von Haskell
insbesondere auch: Modulsystem, Typklassen
Informell: KFPTSP+-seq ist die passende Kernsprache

Genaue Erkarungen und Analysen zu Typisierung und zur
Typberechnung kommen noch!

Exkurs demniachst: Probabilistiche fuktionale Programmierung
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