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In der Aussagenlogik nicht ausdriickbar:
@ Beziehungen zwischen bestimmten Objekten
@ Eigenschaft P gilt fiir ein Objekt
@ Die Eigenschaft P gilt fiir alle Objekte

@ Existenz von Objekten fmit bestimmten Eigenschaften

Aber ausdriickbar in der Pradikatenlogik

M. Schmidt-SchauB - KILOG - SoSe 2021 - Pradikatenlogik



Sthen UNIVERSITAT

AAAAAAAAAAAAAAA

PL,: Pradikatenlogik 7.Stufe
@ PLy: Keine Quantoren erlaubt = Aussagenlogik
e @ PL: Quantifizieren liber Individuen z.B. Vz.P(x) /

o @ PLy: Quantifizieren {iber Beziehungen (Funktionssymbole)

/ und Pradikate z.B. VPV f.Vx.P(f(x))
N @ PLj3: Quantifizieren liber Eigenschaften von Eigenschaften

Wir betrachten nur: PL;
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Wie in jeder Logik:
@ Syntax: Syntaktische giiltige Formeln (formale Sprache)

e Semantik: Bedeutung (Interpretation) der Formeln
(Satze,Erfiillbarkeit,. . . )

Definition ist in PL; etwas aufwandiger als in der Aussagenlogik

M. Schmidt-SchauB - KILOG - SoSe 2021 - Pradikatenlogik



Beispiele 'ﬁ]r PLl—FOrmeln UNIVERSITAT

AAAAAAAAAAAAAAA

Va : Planet(x) = (Jy : Sonne(y) A umkreist(z,y)) O

_ Vx : Planet(x) = —(Sonne(x)) O
— 3(z) : Planet(x) &
®

(<4

Va : Sonne(x) = umkreist(innersterPlanet(x),))

= Vx:Sonne(x)V Planet(x)
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Syntax von PL;: Signaturen
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o Signatur ¥ = (F,P) , wobei
@ JF Menge der Funktionssymbole -
@ P Menge der Pradikatensymbole

@ die Mengen F und P sind disjunkt

@ jedes f € F und jedes P € P hat eine
Stelligkeit arity(f) > 0 bzw. arity(P) > 0

Konstanten: f € F mit arity(f) =0

Forderung: mind. eine Konstante in F

M. Schmidt-SchauB - KILOG - SoSe 2021 - Pradikatenlogik



Syntax von PL;: Terme
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Pradikatenlogische’ Terme 1'(3, V)
@ V abzahlbar unendliche Menge von Variablen
o X = (F,P) Signatur

T'(3,V) ist induktiv definiert durch

o firalltzeV:zeT(X,V)
@ Wenn

o tl,...,tn GT(Z,V)
o feF mitarity(f)=n

dann f(t1,...,t,) € T(X,V)

Beispiel: f(g(, a). . 2)
(wenn arity(f) = 3, arity(g) = 2, arity(a) =0 und z,y,z € V)
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Pradikatenlogik

PL;: Syntax von Formeln
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Formeln) F'(X, V') induktiv definiert iiber X(F,P), Variablen V

@ Pradikatenlogische Atome: Wenn
o P € P mit arity(P) = n,
o tl,---ytn c T(Z,V)

dann P(tl, .. .tn) < F(Z, V)
o Komplexe Formeln: Falls F,G € F'(3,V), x € V, dann auch:

%f 2 ey
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= o Vxy,....,xp: F=Vr:(Vey: (... (Vz,.F)))
@ dry,....xn: F=3x;: (Fxo: (... (Fx,.F)))
@ Klammern lassen wir gem. den iliblichen Regeln weg
e Konstantensymbole: Schreibweise a statt a()

Of
Notation

@ Wir verwenden auch true und false / \ T
1

@ Variablen u,v,w,z,y, 2

@ Konstanten a,b,c,d, e

@ Mehrstellige Funktionssymbole f, g, h

o Pridikatensymbole P,Q,R,T
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TR
Beispiel

Signatur ¥ := ({a,

\

b, f,9},{P,Q, R}) mit
F P

arity(a) = arity(b) = arity(P) = 0,
arity(f) = arity(Q) = 1, /

e arity(g) = arity(R) = 2

Variablen V ={z,y, 2,...}

Terme T'(X,V) = Formeln F(E, V) \

. P,Q(a), (b)@ r

T,Y, 2y, R(a,a),...R(a,b),.. ,
O . P iy
gla,a),g(a,b),gla, f(a)),... PANQ(a), (2

f(£(a), F(f(B)),--- f9(a,a)),... PVQ(a),PV-Q(a),...
9(f(f(a)),a),... P = Qa), P < ~Q(a),. ../

A3
o [V:C @ /

\7()( x:ﬁ(m’)é@. /
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Binder, Geltungsbereiche, Skopus
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B
VYx....und dz.... binden die Variable x

Geltungsbereich (Skopus, scope) von x in Vx.F' (bzw. Jx.F) ist F

Bindungsbereich reicht soweit wie moglich (Konvention)

Bei mehreren Bindern: Der innerste Bindungsbereich zahlt

Beispie@x.(@(az) V Vw@ i

@ Variablen auBerhalb eines Skopus: freie Variable

F'V = Menge der freien Variablen, Beispiele:
o FV(x)=FV(f(x)) = FV(g(z,9(z,a))) = {z}
o FV(P(x)ANQ(y)) =z, y;
° FVG R(z,y)) = 1y}
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Umbenennung
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Gebundene Variablen darf man umbenennen
Beispiel: 32.Q(x) V Va.P(x) = d21.Q(x1) V V. P(x2)

Aber: Dabei keine freien Variablen einfangen
Va.P(z)#Vz.P(2)

Freie Variablen darf man nicht umbenennen!
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o Atom: Formel der Art P(t1,...t,), wobei P € P und t; € T(X,V)

o Literal: Atom oder ein negiertes Atom (z.B. P(a) und =P(f(a,x)))

o Grundterm: Term t € T(X, V) ohne Variablensymbole, d.h. FV () = ()
e Grundatom: Atom F ohne Variablensymbole, d.h. FV (F) = ()

0

o (geschlossene Formel: Formel F' ohne freie Variablen, d.h. FV (F)

@ Klausel: geschlossene Formel F' mit einem Quantorprafix nur aus
Allquantoren
d.h F =Vzy,...,2, : I’ und F’ ist eine Disjunktionen von Literalen.
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Pradikatenlogik

Semantik: Interpretation
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Beachte: Semantische Wahrheitswerte sind 0 und 1 (falsch und wahr)

Interpretation
Eine Interpretation [ = (5, Iy) mit S = (Dg, Fg,Pg) besteht aus:
@ nichtleere Menge Dg (Tragermenge)

@ Fs = Interpretation jedes f € F als
arity( f)-stellige totale Funktion fg iiber Dg

@ Ps = Interpretation jedes P € P als
arity(P)-stellige Relation Pg iiber D
(Ausnahme: O-stelliges P: wird entweder als 0 oder 1 interpretiert)

@ Variablenbelegung Iy, : V' — Dg
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Semantik: Beispiel
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Sonne; Planet; umkreist, innersterPlanet

@ nichtleere Menge
Dg = { UnsreSonne, Merkur, Venus, Erde, Mars}

@ Funktion I(innersterPlanet): UnsreSonne — Merkur

@ Relationen: I(Sonne) = { UnsreSonne}.
I (umkreist) =
{(Merkur, UnsreSonne), ( Venus, UnsreSonne),
(Erde, UnsreSonne), (Mars, UnsreSonne)}

@ usw.

Variablenbelegung: z.B. bei Formeln und Auswertung:
x kann mit allen Objekten in D belegt werden:
Va : Sonne(x) = umkreist(innersterPlanet(x), x)
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Semantik: Interpretation — Erweiterung auf Terme o
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Fortsetzung auf Terme: I(t) ordnet Term ¢ ein Element aus Dg zu:

o I(f(t,.. . tn)) = fs(I(t1),..., I(tn))
o I(x)=Iy(x)
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Erweiterung der Interpretation auf Formeln
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Interpretation von Formeln (gegeben I = ((Dg, Fs,Ps),Iv))
I(false) =0 und I(true) =1

¢ 1, falls ( (tl) I(tn)) c QS)
1 t1,...1n = 9
(Q( 1 )) | O, falls ( (tl) I(tn)) Q QS)
1, falls I(F)=0
](ﬂF) — <\ 0, falls I (F) _
I(FVG) _ )L falls I(F) =1 oder I(G) =1
| 0, sonst
I(FNG) _ ) 1, falls I(F)=1und I(G) =1
| 0, sonst
I(F = G) = 1 1, falls I(F) =0 oder I(G) =1
| 0, sonst
I(F <— G) = -« 1, falls I(F) = I(G)
| 0, sonst
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Pradikatenlogik

Erweiterung der Interpretation auf Formeln (2) corrii 4
T’ —f
( /_\—Q-j ac - -
(Vz : F) ) 1, falls Ila/z](F) =1 fiir alle a € Dg
| 0, sonst -
@ F) = { > falls I{a/2](F) = 1 fiir ein a € Ds
| 0, sonst
-
Notation dabei: I|a/x] = I(y), fallsy#=x
a falls Y=
%M /. é—D_f
¥ @ & D
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Termalgebra
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Termalgebra

Fiir eine Signatur ¥ = (F,P) und Menge von Variablen V
sei Fr die Menge der Funktionen

FT: {fZ | fE'FaaTZty(f) :nafz(tlw"?tn) = f(tlavtn)})

Dann nennt man (7T(3, V), Fr) die Termalgebra iiber der
Signatur X. — —
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Semantik: Modelle, Tautologien, ...
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Modell einer PL;-Formel F:
Interpretation I mit I(F) = 1
Schreibweise [ = F
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Semantik: Modelle, Tautologien, ...
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Modell einer PL;-Formel F:
Interpretation I mit I(F') =1

Schreibweise I = F Vk /OO(J) 2 G[}o PC)ﬂ)

Eine PL{-Formel heiBt:

e allgemeingiiltig, wenn sie in allen Interpretationen giiltig ist.

e erfiillbar, wenn sie von einer Interpretation erfiillt wird, d.h.

es gibt I mit [ = F. $oag (mk@
o unerfiillbar (widerspriichlich), wenn sie von keiner
Interpretation erfiillt wird. JQMMJ 47fm,4{[7)

o falsifizierbar, wenn sie in einer Interpretation falsch wird.

v(\o?/l«ﬂé (W&LV()—)
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Semantik: Modelle, Tautologien, ...
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Modell einer PL;-Formel F:
Interpretation I mit I(F') =1
Schreibweise [ = F

Eine PL{-Formel heiBt:

e allgemeingiiltig, wenn sie in allen Interpretationen giiltig ist.

e erfiillbar, wenn sie von einer Interpretation erfiillt wird, d.h.
es gibt I mit I = F.

o unerfiillbar (widerspriichlich), wenn sie von keiner
Interpretation erfiillt wird.

o falsifizierbar, wenn sie in einer Interpretation falsch wird.

Tautologie, Satz: allgemeingiiltige, geschlossene PL{-Formel

B )
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/usammenhange

AAAAAAAAAAAAAAA

Auch in PL; gilt:
@ Eine Formel F' ist allgemeingiiltig gdw. —F" unerfiillbar

@ Falls F' nicht allgemeingiiltig ist: F' ist erfiillbar gdw. = F
erfiillbar
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Jede Interpretation macht O-stelliges Pradikat P wahr oder falsch:

allgemeingiiltig: PV P
unerfillbar PAN=P
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Pradikatenlogik
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Beispiele

Jede Interpretation macht O-stelliges Pradikat P wahr oder falsch:

allgemeingiiltig: PV P
unerfillbar PAN=P

Formel Vx.P(x) erfiillbar und falsifizierbar:

@ Sei [ = (Iv, ({0,1}), Fs,{Ps ={0,1}})
Dgs ) 73; ’
I(Vx: P(z)) =1 gdw. I[0/x|(P(x)) =1 und I[1/z](P(x)) =1
I[0/z](P(x)) I10/z](x) € Ps 0ePs =1
I[1/x](P(x)) I[1/x](z) € Ps le Ps =1
D.h I = Va.P(x)
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Pradikatenlogik
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Beispiele

Jede Interpretation macht O-stelliges Pradikat P wahr oder falsch:

allgemeingiiltig: PV P
unerfillbar PAN=P

Formel Vx.P(x) erfiillbar und falsifizierbar:
@ Sei [ = (Iv, ({07 1})7~F57 {PS — {07 1}})
N——" N %

~
Dg Ps

I(Vx: P(x)) =1 gdw. I[0/x](P(x))

1 und I1/x](P(x)) =1

I0/z](P(x)) = 1I[0/z](x) € Ps ; 0ePs =1
I1/x](P(x)) = I[1/x|(z)e Ps = 1e€Ps =1
D.h I = Va.P(x)

@ Sei I =(Iv,({0,1}), Fs,{Ps =4{0}})

Dgs ) 73; i

I(Vx: P(x)) =1 gdw. I[0/x|(P(x)) =1 und I[1/z](P(x)) =1
I0/z](P(x)) = I[0/z](x) e Ps = 0€Ps =1
I1/x](P(x)) = I[1/x|(z) e Ps=1€ Ps =0

D.h I(Vx : P(x)) =0
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