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Wissensverarbeitun
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Pradikatenlogik Resolution Pradikatenlogik Resolution
Stufen eI PL, eIy
PL;: Pradikatenlogik i.Stufe
@ PL(: Keine Quantoren erlaubt = Aussagenlogik Wie in jeder Logik:
o PL;: Quantifizieren iiber Individuen z.B. Vz.P(z) e Syntax: Syntaktische giiltige Formeln (formale Sprache)
e PLy: Quantifizieren iiber Beziehungen (Funktionssymbole) o Semantik: Bedeutung .(.Int.erpr.etation) der Formeln
und Pridikate z.B. YPY f.Yz.P(f(z)) Wahr / fa'scg__““d EA]E’__"”ab”g'kg'fe't
tze, t,...
e PL3: Quantifizieren iiber Eigenschaften von Eigenschaften (Satze, Erfiillbarkei )
° ... Definition ist in PL; etwas aufwandiger als in der Aussagenlogik
Wir betrachten nur: PL;
4/101
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Préadikatenlogik Resolution

Beispiele fiir PL;-Formeln corrne B

Pradikatenlogik Resolution

Syntax von PL;: Signaturen v ik

FRANKFURT AM MAIN

Vx : Planet(x)
Vx : Planet(x)
3(x) : Planet(x)

Va : Sonne(x) = umkreist(innersterPlanet(x), x))

(Jy : Sonne(y) A umkreist(z,y))

=
= —(Sonne(x))

Va : Sonne(x) V Planet(x)
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Pradikatenlogik Resolution

Syntax von PL;: Terme v ik

Signatur ¥ = (F,P) , wobei
@ F Menge der Funktionssymbole
@ P Menge der Pradikatensymbole
@ die Mengen F und P sind disjunkt
@ jedes f € F und jedes P € P hat eine
Stelligkeit arity(f) > 0 bzw. arity(P) >0
Konstanten: f € F mit arity(f) =0

Forderung: mind. eine Konstante in F
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Pradikatenlogik Resolution

PL;: Syntax von Formeln .4

Pradikatenlogische Terme T'(%,V)
@ V abzahlbar unendliche Menge von Variablen
e ¥ = (F,P) Signatur

T(X,V) ist induktiv definiert durch

o firallex e V:zeT(X,V)
e Wenn

o ti,...,t, € T(X,V)

o feF mitarity(f)=n

dann f(ti,...,tn) € T(X,V)

Beispiel: f(g(x,a), y, 2)
(wenn arity(f) = 3, arity(g) = 2, arity(a) =0 und z,y,z € V)
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Formeln: F'(X,V) induktiv definiert iiber ¥(F,P), Variablen V/
@ Priadikatenlogische Atome: Wenn
o P € P mit arity(P) = n,
o t1,...,t, € T(X,V)
dann P(t,...t,) € F(X,V)
e Komplexe Formeln: Falls F,G € F(X,V), x € V, dann auch:
o (—F)
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Préadikatenlogik Resolution

PL,: Abkiirzungen corrne B

o Vry,...,xn: F=Va;: Voo : (... Vz,.F)))
@ dry,...,xp: F =32 : (3zz: (...(Fzp.F)))
@ Klammern lassen wir gem. den iiblichen Regeln weg
e Konstantensymbole: Schreibweise a statt a()
@ Wir verwenden auch true und false
Notation
e Variablen u,v,w,x,y, z
o Konstanten a,b,c,d, e
@ Mehrstellige Funktionssymbole f, g, h
o Pradikatensymbole P,Q, R, T
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Pradikatenlogik Resolution

Binder, Geltungsbereiche, Skopus corne B

Pradikatenlogik Resolution

@ Vx....und dx....
@ Geltungsbereich (Skopus, scope) von z in Vz.F' (bzw. 3x.F) ist F

binden die Variable x

@ Bindungsbereich reicht soweit wie moglich (Konvention)
@ Bei mehreren Bindern: Der innerste Bindungsbereich zahlt
Beispiel Jz.(Q(x) V Vx.P(z))
@ Variablen auBerhalb eines Skopus: freie Variable
F'V = Menge der freien Variablen, Beispiele:
o FV(z) = FV(f( ) = FV(g(z, 9(z,a))) = {z}
o FV(P(z) AQ()) = {z,y}
o FV(3x: R(z,y)) = {y}.
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Beispiel v ik
Signatur 3 = ({a, b, f, g}, {P,Q, R}) mit
T T/
arity(a) = arity(b) = arity(P) =0,
arity(f) = arity(Q) = 1,
arity(g) = arity(R) = 2
Variablen V = {x,y, z,...}
Terme T'(X,V) = Formeln F(X,V) =
P,Q(a),Q (b),Q(W
TyYy Zynns R(a,a),...R(a,b),..
abf( )7f(b)7 (1‘) ﬂ‘Pa_‘CQ( )7
9(a,a), g(a,b), g(a, f(a)),. P AQ(a), PA=Q(a),...
f(f(a )),f(f(b)), -f(g(a, )),--- PV Q(a),PV=Q(a),...
9(f(f(a)),a),. P = Q(a), P & —Q(a), ...
z: Qx),...
dz: R(z,y) = Q(z),...
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Pradikatenlogik Resolution

Umbenennung

GOETHE,
UNIVERSITAT

Gebundene Variablen darf man umbenennen
Beispiel: 32.Q(z) V Va.P(z) = 321.Q(z1) V Vaa.P(x2)

Aber: Dabei keine freien Variablen einfangen
Vz.P(z)#VYz.P(2)

Freie Variablen darf man nicht umbenennen!
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Préadikatenlogik Resolution

Sprechweisen in PL; ook

Pradikatenlogik Resolution

Semantik: Interpretation v ik

Atom: Formel der Art P(t,...t,), wobei P € P und t; € T(X,V)

o Literal: Atom oder ein negiertes Atom (z.B. P(a) und =P(f(a,z)))
e Grundterm: Term t € T'(X, V) ohne Variablensymbole, d.h. FV (t) = ()

0

Grundatom: Atom F' ohne Variablensymbole, d.h. FV (F)

geschlossene Formel: Formel F' ohne freie Variablen, d.h. FV(F) =)

Klausel: geschlossene Formel F' mit einem Quantorprafix nur aus
Allquantoren
dh F =Vaxyi,...,z, : F' und I’ ist eine Disjunktionen von Literalen.
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Pradikatenlogik Resolution

Semantik: Interpretation v ik

Logiker: (Alfred Tarski 1901-1983)

Eigenschaften / Vorteile einer denotationalen Semantik

o Idee: Man macht eine unabhingige formale Beschreibung
einer Objekt-Welt passend zur Logik.

@ Man kann definieren was wahre und was falsche Aussagen
sind.

@ Umformungsregeln kann man verifizieren
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Pradikatenlogik Resolution

Semantik: Beispiel v, ik

Beachte: Semantische Wahrheitswerte sind 0 und 1 (falsch und wahr)

Interpretation

Eine Interpretation I = (S, Iy) mit S = (Dg, Fg,Pg) besteht aus:
@ nichtleere Menge Dg (Tragermenge)

@ Fg = Interpretation jedes f € F als
arity(f)-stellige totale Funktion fg iiber Dg

@ Pg = Interpretation jedes P € P als
arity(P)-stellige Relation Py iiber D
(Ausnahme: O-stelliges P: wird entweder als 0 oder 1 interpretiert)

o Variablenbelegung Iy, : V — Dg

M. Schmidt-SchauB - KILOG - SoSe 2022 - Pradikatenlogik 15/101

Sonne; Planet; umkreist, innersterPlanet

@ nichtleere Menge
Dg = { UnsreSonne, Merkur, Venus, Erde, Mars}
e Funktion I(innersterPlanet): UnsreSonne — Merkur
o Relationen: I(Sonne) = { UnsreSonne}.
I(umkreist) =
{(Merkur, UnsreSonne), (Venus, UnsreSonne),
(Erde, UnsreSonne), (Mars, UnsreSonne)}

@ usw.

Variablenbelegung: z.B. bei Formeln und Auswertung:
x kann mit allen Objekten in D belegt werden:
Vx : Sonne(x) = umkreist(innersterPlanet(x), x)
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Préadikatenlogik Resolution

Semantik: Interpretation — Erweiterung auf Terme s

Pradikatenlogik Resolution

Erweiterung der Interpretation auf Formeln corrne B

Fortsetzung auf Terme: I(t) ordnet Term ¢ ein Element aus Dg zu:

o I(f(tr, - stn)) = fs(I(t1),- .-, L(tn))
o I(x) =Iy(x)
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Pradikatenlogik Resolution

Erweiterung der Interpretation auf Formeln (2) o

Interpretation von Formeln (gegeben I = ((Dg, Fs, Ps), Iv))

I(false) =0 und I(true) =1

falls (I(t1),...,1(tn)) € Qs)
I(Q(t1,...tn)) =
@) = ol 1 00 £ o)
_ 1, falls I(F) = 0
[(-F) - { 0, falls I(F) =1
I(FVG) _ { 1, falls I(F) =1 oder I(G) =1
0, sonst
I(FAG) _ { 1, falls I(F)=1und I(G) =
0, sonst
I(F — G) = { 1, falls I(F) =0 oder I(G) =
0, sonst
I(F « G) = { 1, falls I(F) = I(G)
0, sonst
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Pradikatenlogik Resolution
Termalgebra SR

, falls Ila/z|(F) =1 fiir alle a € Dg

1
e &) = {O sonst
1
0

I@z:F) = {
Ta/a] = { I(y), fallsy#x

, falls Ila/x|(F) =1 fiir ein a € Dg
, sonst

Notation dabei:
a fallsy ==
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Termalgebra

Fiir eine Signatur ¥ = (F,P) und Menge von Variablen V'
sei Frr die Menge der Funktionen

Fp={fs | f € F,arity(f) = n, fo(ts,...,tn) := f(t1,...,tn)})

Dann nennt man (T(X, V), Fr) die Termalgebra iiber der
Signatur X.
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Préadikatenlogik Resolution

Semantik: Modelle, Tautologien, . .. ook

Pradikatenlogik Resolution

Modell einer PL;-Formel I
Interpretation I mit I(F) =1
Schreibweise I = F

Eine PL;-Formel heiBt:
o allgemeingiiltig, wenn sie in allen Interpretationen giiltig ist.

o erfiillbar, wenn sie von einer Interpretation erfiillt wird, d.h.
es gibt I mit I = F.

e unerfiillbar (widerspriichlich), wenn sie von keiner
Interpretation erfiillt wird.

o falsifizierbar, wenn sie in einer Interpretation falsch wird.

Tautologie, Satz: allgemeingiiltige, geschlossene PL;-Formel
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Pradikatenlogik Resolution

GOETHE,

Beispiele v ik

Zusammenhinge v ik
Auch in PL; gilt:
@ Eine Formel F' ist allgemeingiiltig gdw. —F unerfiillbar
e Falls F' nicht allgemeingiiltig ist: F' ist erfiillbar gdw. = F
erfiillbar
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Pradikatenlogik Resolution
Beispiel (2) Dy

Jede Interpretation macht O-stelliges Pradikat P wahr oder falsch:

allgemeingiiltig: PV —-P
unerfiillbar PA-P

Formel Vz.P(z) erfiillbar und falsifizierbar:
e Sei I = (I, ({0,1}), Fs, {Ps = {0,1}})
—— ————

Ps

I(Vz : P()) = 1 gdw. I[0/2](P(z)) = 1 und I[1/2](P(z)) = 1

10/2)(P(x)) = I[0/z]() € Ps = 0€Ps —1
I[1/z](P(z)) = I[l/z](zx)e Ps = 1l€Ps =1
D.h I =Vz.P(x)
@ Sei ] = (IV, ({071})7-7:57{]35 = {O}})
Ds Ps
I(Vz : P(z)) =1 gdw. I[0/z](P(z)) =1 und I[1/z](P(z)) =1
1[0/z](P(z)) I0/z](z) e Ps = 0€Ps =1

1[1/2)(P(z))

I[1/z](x) e Ps=1€Ps =0
D.h I(Vz : P(x)) =0

=
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Fiir welche s, ¢ ist die Klausel {P(s),—P(t)} eine Tautologie?

e s=t: I({P(s),~P(s)}) = I(s) € Ps oder I(S) ¢ Ps
= {P(s),~P(s)} ist Tautologie

@ s#£t:
Verwende die Termalgebra, wobei die Konstanten sind:
alle Konstanten die in s,? vorkommen und Konstanten c;, fiir
alle Variablen z;, die in s,¢ vorkommen, also Fg := {fs = f}
Wahle Pg so dass I(s) € Pg, aber I(t) ¢ Ps. Das zeigt:
Niemals eine Tautologie.

Und: Domain D muss mehr als ein Element enthalten um ein
Gegenbeispiel zu konstruieren.
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Préadikatenlogik Resolution

Semantische Folgerung ook

Pradikatenlogik Resolution

Deduktionstheorem v ik

Definition

F = G gdw. G gilt (ist wahr) in allen Modellen von F.

Sprechweise: G ist semantische Folgerung von F'. oder:
G ist Konsequenz von F

Beachte: Es gibt i.A. unendliche viele Modelle.
die i.a. unendlich viele Elemente haben
D.h. aus praktischer Sicht: |= so nicht entscheidbar.
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Pradikatenlogik Resolution

GOETHE,

Beweis durch Widerspruch v ik

Deduktionstheorem der PL;

Fiir alle Formeln F und G gilt: F' = G gdw. F = G ist
allgemeingiiltig.
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Pradikatenlogik Resolution

Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik v, ik

Da F allgemeingiiltig ist genau dann wenn —F unerfiillbar ist, folgt
unmittelbar:

FE=G
gdw.
—(F = @) ist unerfiillbar (widerspriichlich)
gdw.
F' A =G ist unerfiillbar.
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Es ist unentscheidbar, ob eine geschlossene Formel ein Satz der
Pradikatenlogik ist.

Beweisidee: Kodiere jede Turingmaschine M als PL-Formel F;,
sodass Fj; genau dann ein Satz ist, wenn M (bei leerem Band als
Eingabe) hilt.

Aber:

Die Menge der S&tze der Pradikatenlogik ist rekursiv aufzihlbar.
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Préadikatenlogik Resolution

Konsequenzen ook

Pradikatenlogik Resolution

Eine entscheidbare Formelklasse corrne B

Es gibt keinen Algorithmus (bzw. Deduktionssystem) dass fiir jede
geschlossene PL;-Formel nach endlicher Zeit entscheiden kann, ob
dies ein Satz ist oder nicht.

Aber: Es gibt Algorithmen, die bei Tautologie als Eingabe, nach
endlicher Zeit terminieren, und mit Ausgabe: Ist Tautologie.

D.h.: Bei beliebiger Formel F' als Eingabe:
Ausgabe:

@ “Ist Tautologie”, dann ist der Beweis erbracht

@ Abbruch nach gewisser Zeit (Timeout, oder Speicheriiberlauf):
Man weif3 nichts.
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Pradikatenlogik Resolution

Vorbereitung der Deduktion: Normalformen von
PL{-Formeln

Als Beispiel

geschlossene, quantorenfreie Formeln.

Eine Formel, die keine Quantoren enthalt und keine Variablen.

Einfaches Entscheidungsverfahren:

Jedes P(s1,...,s,) wird einfach als aussagenlogische Variable
interpretiert. Danach aussagenlogische Methoden.

{P(f(a)) A (P(f(a)) = P(g(b)))} F P(g(b))

aussagenlogisch, nach Erzeugen von Namen und Umbenennung:
{AN((A= B)} + B
Es gibt weitere entscheidbare Klassen. ..
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Pradikatenlogik Resolution

Ziel: Berechne Klauselnormalform
so dass die Unerfiillbarkeit erhalten bleibt.

Klauselnormalform:
@ Konjunktion von Disjunktion von Literalen
@ Quantoren nur ganz auBen

@ Nur Allquantoren

Alles andere (insbes. 3-Quantoren) wird , wegtransformiert"

Als Formel:  Vzq,...,2n.(L12 V...V Liy,)
A A
Vi, ..., 2. (L1 V...V Ly p,))

wobei L; ; von der Form P(t1,...,tx) oder =P(ty,... k),
P Pradikat, t Terme
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Elementare Rechenregeln .4

Vo : F & dz:oF

—dr: F & Vo:-F

(Vz: F)ANG & Va: (FAG) falls z nicht frei in G
(Vz:F)VG & Va: (FVG@G) falls z nicht frei in G
(Fz:F)ANG & dz: (FAG) falls z nicht frei in G
(Fz:F)VGE & dz: (FVGQG) falls z nicht frei in G

Ve: FAVz:G < Vz:(FAG)

dr:FV3z:G & dz:(FVGQG)
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Préadikatenlogik Resolution Pradikatenlogik Resolution

Beachte ... corrne B Pranexform / Negationsnormalform corrne B

PL;-Formel F
e ist in Pranexform gdw. F = Q121 : Q22 ...,Qyp : xp(F"),
Ve: (FVG) ¢ (MVx:F)Vv(Vzx:G) wobei Q; =V oder Q; = 3 und F’ enthilt keine Quantoren
Bsp.: Vz : (Frau(z) V Mann(z)) vs. (Vz:Frau(z)) Vv (Va : Mann(x)) e ist in Negationsnormalform gdw. F' enthilt weder —>
noch <= und — steht nur vor Atomen
J:(FAG) ¢ @z:F)A(3zr:G) Herstellung dieser Normalformen mit den Rechenregeln moglich:
Bsp.: 3z : (Frau(z) A Mann(z)) vs. (3z: Frau(z)) A (3z : Mann(z)) @ Pranexform: Quantoren nach auBen schieben, evtl.

Umbenennung von Variablen notig

@ Negationsnormalform: <=, = entfernen, dann
Negationen nach innen schieben
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Pradikatenlogik Resolution Pradikatenlogik Resolution
Klauselnormalform v ik Skolemisierung v, ik
Notation:
o G[zy,...xyn,y| sei Formel mit Vorkommen von x1,..., 2.,y
Wesentlicher (neuer) Schritt: Entfernung der Existenzquantoren. e G[z1,...xy,,t] entspricht: statt y steht ¢ in der Formel

Sogenannte Skolemisierung (nach Thoralf Skolem)

Plan: In 3z : F[z] ersetze x durch eine neue Konstante a d.h. Eine Fo,rmel F=Vzy...2p:3y:Glz,..., 20,y ist (un—)e.r-ﬂ]llbar
B F[:L'] - F[a] (a”e z durch a ersetzen). gdw. F' = Va:l ooyt G[;cl, ey Lpn, f(xl, 000 ,a:n)] (un—)erfullbar

ist, wobei f ein n-stelliges Funktionssymbol ist mit n > 0, das
Funktioniert noch nicht ganz, wenn V-Quantoren oben driiber sind! nicht in G vorkommt.

Beweisskizze: (semantisch: iiber Erfiillbarkeit)

_ «: klar

Funktion f(z1,...,2,) = Es gibt I mit I(F) = 1.

Insbesondere fiir alle d1,...,d, € Dg gibt es e € Ds mit
I(Gld1,...,dn,€e]) =1

Baue I': Wie I aber fs so dass fs(di,...,d,) =e.
Dann: I'(F') = I'(Gld1, . .. ,dn, fs(d1,...,dn)]) =1

Deshalb: In Vzy,..., 2, : Jy.Flzy,...,z,,y] ersetze y durch
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Préadikatenlogik Resolution

Beispiele (1) corrne B

dz: P(z) — Pla)

Vo : 3y : Q(f(y,y),z,y) — Vz:Q(f(9(x),9(x)),r,g(x))

Ve,y:3Jz:x+2z=y — Vr,y:z+h(z,y) =y.
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Pradikatenlogik Resolution

Allgemeinere Skolemisierung

Pradikatenlogik Resolution

Beispiele (2) corrne B

Unterschied: Existenz-Quantor an beliebiger Position p,
aber nicht im Skopus eines anderen Existenzquantors,
kein -, = , <= oben driiber

Theorem [Gédel, Herbrand, Skolem]

Sei F' eine geschlossene Formel, GG eine existentiell quantifizierte
Unterformel in F' an einer Position p, Weiterhin sei G nur unter
Allquantoren, Konjunktionen, und Disjunktionen. Die Allquantoren
tber G binden die Variablen z1,...,z, mit n > 0. D.h. F' ist von
der Form F[3y : G'[x1, ..., Tn, y]].

Dann ist F[G] (un-)erfiillbar gdw. F[G'[x1, ..., &, f(21,...,20)]]
(un-)erfiillbar ist, wobei f ein n-stelliges Funktionssymbol ist, das
nicht in G vorkommt.
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Skolemisierung erhilt i.A. nicht die Allgemeingiiltigkeit
(Falsifizierbarkeit):

o (Vx: P(x))V —(Vx : P(x)) ist eine Tautologie.
o (Vz: P(x))V (Jz: —P(x)) ist aquivalent dazu.
@ Vz : P(x)V —P(a) nach Skolemisierung.
I mit Dg = {a,b}, Ps = {a} falsifiziert die letzte Formel!
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Pradikatenlogik Resolution

Transformation in CNF osrus £

e Unter Erhaltung der Un-(Erfiillbarkeit)!
e Eingabe: geschlossene Formel
Prozedur:

1. Elimination von < und =
F&G - F==GNG=F
F=G — -FVG

2. Negation ganz nach innen schieben:

—=F — F
~(FAG) — -FV-G
~(FVG) — —~FA-G
~Vx:F — dx:-F
—dx: F — Vz:-F
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Préadikatenlogik Resolution

Transformation in CNF (2) corrne B

Pradikatenlogik Resolution

Transformation in CNF (3) corrne B

3. (Optimierung:) Skopus von Quantoren minimieren, d.h.
Quantoren so weit wie mdglich nach innen schieben

Ve: (FAG) — (Vx:F)AG falls  nicht frei in G
Ve: (FVG) — (Vz:F)VG falls  nicht frei in G
dz: (FAG) — (3z:F) falls z nicht frei in G
Jz: (FVG) — (Fz:F)VG falls z nicht frei in G
Ve: (FAG) — Vz:FAVz:G
Jr: (FVG) — Jx:FVvIdz:G

4. Alle gebundenen Variablen sind systematisch umzubenennen,
um Namenskonflikte aufzulosen.
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Pradikatenlogik Resolution

Transformation in CNF (2) B

5. Existenzquantoren werden durch Skolemisierung eliminiert

6. Allquantoren nach auBen schieben

7. Distributivitat (und Assoziativitat, Kommutativitat) iterativ

7.b

anwenden, um A nach auBen zu schieben um Klauselform zu
erreichen (“Ausmultiplikation").

FV(GNH)— (FVG)AN(FV H)

Alternativ: Tseitin-transformation.

Allquantoren vor die Klauseln schieben und gebundene
Variablen umbenennen.
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Pradikatenlogik Resolution

Beispiel .4

Das Resultat dieser Prozedur ist eine Konjunktion von
Disjunktionen (Klauseln) von Literalen:

(L171 V...V Ll,nl)
VAN (L271 V...V L2,n2)
VAN

AN (LgiV...VLgpy,)
oder in Mengenschreibweise:

{{Ll,la cee ,Ll,n1},
{La1,..., Loy},

{Lk1,--- Ling }}

Jede Klausel ist implizit allquantifiziert (alle Variablen).
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Eingabe —3y : Vz : P(z) < Q(y)

1.

4.

Entfernen von = und < :

—Jy :Vx: P(z) <= Q(y)—3y:Vx: (P(z) =

Q(y) AN (Q(y) = P(z))~3y : Vo : (=P(z) vV Q(y)) A (Qy) =
P(z))-3y : Vo : (-P(z) V Q(y)) A (-Q(y) V P())

. Negationen nach innen schieben:

—3y Vo (2P(x) V Q(y) A (=Q(y) V P(x))Vy : =V :
(=P(z) vV Q) A (-Q(y) vV P(x))Vy : Tz :

~((=P(x) V Q) A (=Q(y) V P(x)))Vy : T :

(=P (2)VQ(y))V~(=Q(y) v P())Vy : 3z : (P(z) A=Q(y))V
~(=Q(y) v P(2))vy : Fz : (P(z) A -Q(y)) V (Qy) A ~P(x))

. Skopus von Quantoren minimieren:

Yy : 3w (P(x) A=Q(y)) V (Qy) A ~P(2))Vy : (Fx
(P(z) A=Q(y))) V (Fz : (Qy) A ~P(2)))vy : (B
P(z)) A=Q(y)) v (Fz : (Qy) A —P(x)))Vy : ((Cx

Pl A =O a0\ N (Oa)N A e - (=P (2
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umbenennen:



Préadikatenlogik Resolution

Beispiel (Forts.) corrne B

Pradikatenlogik Resolution

Anmerkungen: Transformation in Klauselnormalform

GOETHE, ﬂ

UNIVERSITAT
FRANKFURT AM MAIN

5. Entfernen der Existenzquantoren mittels Skolemisierung:

Vy : ((3z1: P(21)) A =Q(y)) V (Q(y) A Jza : (=P (22)))Vy :
(P(f1(¥) A=Q(y)) V (Q(y) A Jza : (=P(x2)))Vy :
(P(fi(y) A =Q(y)) vV (Q(y) A =P(f2(y)))

6. Allquantoren nach auBen schieben

vy (P(fi(y) A =Q(y)) V (Q(y) A —~P(f2(y)))

7. Ausmultiplizieren zu Klauseln

Yy : (P(f1(y)) A =Q(y)) V (Q(y) A
=P(f2(y)))Vy-(P(f1(y)) V QY)) A (=Q(y) V Q(y)) A
(P(fi(y) Vv P(f2(y))) A (=Q(y) V P(f2(y))))

8. Quantoren vor die Klauseln schieben, und umbenennen, und
Quantoren ldschen

Vy.(P(f1(y)) vV Q(y)) A (=Q(y) vV Q(y)) A (P(f1(y)) V
P(f2(y))) A (=Q(y) V P(f2(y))))Vy.(P(f1(y)) V Q(y)) A
Vy.(—=Q(y) vV Q) AVy.(P(fi(y)) V P(f2(y))) A
Vy.(=Q(y) V P(f2(y)))Yy1-(P(f1(y1)) V Q(y1)) A
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RN vy L2 DAYEEN \v LUy RNV

Vya.(=Q(ya) V P(f2(y4))) (P(f1(y1)) V Q(y1)) A (—Q(y2) V
Qy2)) A (P(f1(y3)) V P(fa(y3))) A (=Q(ya) V P(f2(ya)))

Pradikatenlogik Resolution

Resolution v ik

@ Analog zur Aussagenlogik: exponentielle VergroBerung
vermeidbar:
e <= -Elimination: durch Einfiihren von Abkiirzungen
o Ausmultiplizeren
(Vermeidbar durch Tseitin- Transformation)
@ Man sieht: Urspriingliche Form / Idee der Formeln geht
verloren
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Pradikatenlogik Resolution

Grundresolution

46/101

GOETHE,
UNIVERSITAT

Resolutionskalkiil fiir PL; (Alan Robinson)

Versucht mit Resolution Widerspriichlichkeit nachzuweisen

o Eingabe: Pradikatenlogische Klauselmenge
o Kalkiil erzeugt neue Klauseln
o Widerspruch = leere Klausel [J.

Zunachst betrachten wir: Grundresolution

Danach: Allgemeine Resolution

M. Schmidt-SchauB - KILOG - SoSe 2022 - Pradikatenlogik 47/101

e Grundklauseln {L1,..., Ly}, d.h. L; enthalten keine
Variablen, nur Grundterme

e ZB. {P(f(a)),~Q(g(h(b,c)))} mit a,b,c, f,g € F
Grundresolution:

Elternklausel 1: L, K4,...,K,,
Elternklausel 2: —L,Ny,...,N,
Resolvente: Ki,...,Kp,Ni,..., Ny,
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Pradikatenlogik Resolution Pradikatenlogik Resolution

Beispiel corrne B Beispiel: Resolution dazu corrne B

{—Dieb(anton),Dieb(ede),Dieb(karl)}

—Dieb(ede),—Dieb(anton)}
Al: Dieb(anton) V Dieb(ede) V Dieb(karl) {~Dieb(anton),~Dieb(karl)}
A2: Dieb(anton) = (Dieb(ede) V Dieb(karl)) //eb(kar Dieb(ede),Dieb(anton)}
A3: Dieb(karl) (Dleb(ede) v Dieb(anton)) /{“Deb(ede ,—Dieb(karl)}

A4: Dieb(ede) ( Dieb(anton) A= Dieb(karl)) {Dieb(karl),—Dieb(anton eb(anton),Dieb(ede),Dieb(karl)}

A5: - Dieb(anton) V— Dieb(karl)

Klauselforr_n . . {—Dieb(anton)}

Al:  Dieb(anton), Dieb(ede), Dieb(karl)

A2: - Dieb(anton), Dieb(ede), Dieb(karl)

A3: - Dieb(karl), Dieb(ede), Dieb(anton) ﬁD'eb("a” D'eb<ede
Ada: - Dieb(ede), — Dieb(anton)

A4b: - Dieb(ede), — Dieb(karl) {ﬂD'eb(kaf'
A5: - Dieb(anton),— Dieb(karl)

{Dleb anton) Dieb(ede)}

{Dieb(ede)}
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Pradikatenlogik Resolution Pradikatenlogik Resolution
Grundresolution .4 Widerlegungsvollstandigkeit v, ik

Die Grundresolution ist korrekt:
Ci = L/Ky,....,Ky
C2 :=: L/ Ny,...,N,
R = Ki,...,Kp,Ni,..., Ny , " -
Jede endliche unerfiillbare Grundklauselmenge I&sst sich durch
Dann gilt C; A Cy = R. Resolution widerlegen.

Beweis: Zeige: Wenn I(Cy A C2) =1 dann auch I(R) = 1.

Fall: I(L) =1, dannist I(—=(L)) =0 und I(N; V...V N,) = 1.
D.h. fiir ein N; gilt: I(N;) = 1, und daher I(R) =

Fall: I(L) = 0. Analog muss fiir ein K; gelten I(K;) =1 und
daher I(R) =
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Pradikatenlogik Resolution

Allgemeine Resolution corrne B

[Kompaktheit] (Satz von Godel,Herbrand und Skolem)
Jede endliche unerfiillbare Klauselmenge hat eine endliche Menge
M von Grundklauseln als Instanzen, so dass M unerfullbar ist.

@ Grundinstanzen durch Substitution bilden, dann
Grundresolution versuchen?
Nachteil: erforderliche Anzahl der Grundinstanzen unklar

@ Andere Variante: Resolution auf Klauseln mit Variablen,
Allgemeine Resolution s.u.
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Pradikatenlogik Resolution

Beispiele .4

Pradikatenlogik Resolution

Substitution v ik

o={zw— a} o

c={rmg@)} o

c={z—yy—z} o

(
(
(
(
(
oc={z—y,y—a} aéx
(
(
(
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@ Substitution o: endliche Abbildung von Variablen auf Terme
@ Schreibweise: {1 — t1,..., 2, — ty}
@ Erweiterung von o auf Terme:

o(x) = 1, wenn o x nicht abbildet
o(f(t,...,tn)) = [flo(tr),...,0(tn))
@ Anwendung von Substitutionen auf Literale und Klauseln
entsprechend

o({L1,...,Ly}) ={o(L1),...,0(Lyn)}
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Pradikatenlogik Resolution

Komposition v, ik

Komposition von Substitutionen: fiir alle z: (o7)z := o(7(z))

Beispiele:
o {x—al{y—b}={z— a,y— b}

o {y=> bz~ f(Y)} = {z— f(0),y — b}
o {z—b{x—a}={x—a}
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Pradikatenlogik Resolution

Klauseln und Klauselmengen: Konventionen ook

FRANKFURT AM MAL N

Konventionen
o Jede Klausel hat nur All-Quantoren als Quantorenprefix
@ Klauseln sind geschlossen

@ Schreibweise:

e Man lasst die Quantoren weg
e Annahme: Klauseln sind variablen-disjunkt

Zum Beispiel
Klausel, formal richtig:  Va,y,z: =P(f(z,9(y))) V Q(2)
Klausel, Notation: =P(f(z,9(y))),Q(2)
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Pradikatenlogik Resolution

Resolution mit Unifikation osrs £

Pradikatenlogik Resolution

Elternklausel 1: L, Kq,...,K,,
Elternklausel 2: —L',Ny,..., N,

o ist eine Substitution
mit o(L) = o(L')

Resolvente: o(Ki,..., Ky, Ni,...,Ny)

Da o die Literale L und L’ gleich macht, nennt man & auch
Unifikator

Eigenschaften:

e Wenn C' — C' U {R} wobei R Resolvente,
dann ist C erfiillbar gdw. C' U {R} erfiillbar.

@ D.h. Resolution mit Unifikation ist korrekt.
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Substitutionen dndern die Erfiillbarkeit nicht corrne B
Sei {K1,...,K,} eine pradikatenlogische Klauselmenge und o eine

Substitution.

Dann ist {K1,..., K,} genau dann erfiillbar, wenn
{K1,...,Ky,,0(K;)} erfiillbar ist. (Da Klauseln allquantifziert)

@ D.h. man konnte:
o Erst substituieren, bis man Grundklauseln hat
(alle Méglichkeiten oder ausreichend viele)
e Dann Grundresolution anwenden
@ Das sind aber zu viele Moglichkeiten.
Eigentlich muss man Literale P(¢) und —P(s") der
Elternklauseln nur gleich machen (Grundterm nicht
erforderlich)
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Pradikatenlogik Resolution

Beispiel: Resolution alleine reicht nicht! .4

Der Friseur rasiert alle, die sich nicht selbst rasieren
Va : —(Rasiert(z,x)) <= Rasiert(friseur, x)
CNF: {{Rasiert(x, ), Rasiert(friseur, z)}, { —Rasiert(friseur, z), —Rasiert(z, z) } }

Resolution mit Unifikation:

{Rasiert(z, =), Rasiert(friseur, )} o = {x + friseur, y > friseur}
{—Rasiert(friseur, y), ~Rasiert(y, y) }
{Rasiert(friseur, friseur), —Rasiert(friseur, friseur) }

weitere Resolventen:
{Rasiert(friseur, x), —Rasiert(friseur, ), }, {Rasiert(x, z), —-Rasiert(x, z), }

Jetzt erhdlt man keine weiteren Resolventen mehr!
aber: Die Formel ist widerspriichlich.
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Pradikatenlogik Resolution

Pradikatenlogik Resolution

Friseur ey
C1 : {Rasiert(z, x), Rasiert(friseur, ) }
C?2 : {—-Rasiert(friseur, y), ~Rasiert(y, y)}
Faktor von C'1 : F'1 : {Rasiert(friseur, friseur) }
Faktor von C2 : F2 : —{Rasiert(friseur, friseur) }
Resolvente von F'1 4 F2:[J]
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Pradikatenlogik Resolution

GOETHE,

Beispiel v, ik

Faktorisierung ook
Das Friseur-Beispiel zeigt:
o Allgemeine Resolution ist nicht widerlegungsvollstandig!
@ D.h. Widerspriiche werden nicht immer gefunden.
Notwendig:
Faktorisierung (Schrumpfung):
Elternklausel: L,L' Ki,...,K,, o(L)=0o(L)
Faktor: o(L,Ky,...,Kp)
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Pradikatenlogik Resolution
Pradikatenlogischer Resolutionskalkiil
Eingabe: Klauselmenge S
Regeln:
Q@ S — SU{R}, wobei R eine Resolvente von zwei (nicht
notwendig verschiedenen) Klauseln aus S ist.
@ S — SU{F}, wobei F ein Faktor einer Klausel aus S ist.
Erfolg, wenn: [ € S, dann widerspriichlich.
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Transitivitat der Teilmengenrelation:
Pradikatensymbole C und € (Infix geschrieben)

@ Axiom: Definition von C unter Benutzung von €
F=Vzyy:z2CysVYw:wer=wey

o Folgerung: Fr, =Vz,y,z: 2 CyAyCz=xCz2
e Wir wollen zeigen F} |= F5 bzw. F; — F5 ist Tautologie.
@ Daher zeigen wir —=(F} = F3) ist widerspriichlich.
(wir kénnen daher mit Fy A —F; starten).
Umwandlung in Klauselform ergibt:
H1: {-zCy,~we€x,wey}
H2: {2 Cy, f(z,y) € 2}
H3: {z Cy,~f(z,y) € y}

Cl: {aCb}
C2: {bC«c}
C3: {-aCc¢}
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Pradikatenlogik Resolution

{z Cy,~f(z,y) €y} hﬂ?—%‘ﬁb} — {2 C ¢, ~f(z,c) € b}
{a C b}

{rz Cy,~wezwey}

{bgc}{ﬁweb,wec}

{z Cy, f(z,y) € o}
{a Cy, f(a,y) € b}
{-aCc}

{a Cc,aCc}
{a . C} /
D /
o1 = {x—a,y— b}
o2 = {x—byr—c}
g3 = {w’_}‘%w’_}f.(a:y)}
o = {y—cwe flz,0)}
o5 = {x—a,y—c}
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Pradikatenlogik Resolution
Allgemeinster Unifikator .4

Pradikatenlogik Resolution

Unifikation e

(MGU = Most general unifier)

@ Seien s,t Terme

e o ist Unifikator fiir s,¢ gdw. o(s) = o(t)

@ o ist allgemeinster Unifikator fiir s,¢, gdw. o ist ein Unifikator
fiir s,t und fiir jeden anderen Unifikator p von s,t gibt es eine
Substitution v mit yo = p.

(eingeschrankt auf die Variablen der Eingabegleichung)
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o Fiir die Resolution und Faktorisierung
braucht man Berechnung von Unifikatoren

@ Man kann einen allgemeinsten Unifikator berechnen !!

@ Vorteil: Man braucht die (i.a. unendlich vielen) spezielleren
Unifikatoren nicht zu betrachten
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Pradikatenlogik Resolution

Beispiel .4
P(z),Q(x)
~P(y), R(y) o={r—a,y—a}
Q(a), R(a) o ist ein Unifikator
P(z),Q(x)
~P(y), R(y) o={r—y}
Q(y), R(y) o ist ein allgemeinster Unifikator

@ Allgemeinste Unifikatoren sind nicht (ganz) eindeutig:
auch {y — z} ist ein MGU

@ aber: ist allgemeinst bis auf Variablenumbenennung
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Pradikatenlogik Resolution

Beispiel zur Unifikation

GOETHE, E

UNIVERSITAT
FRANKFURT AM MAIN

9(x,y, f(z,2)) = g(a, (2, a),y)

@ r—a

oy f(z,a)
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Pradikatenlogik Resolution

Unifikationsregeln

69/101

GOETHE,
UNIVERSITAT

Pradikatenlogik Resolution

2

f(Sl,...,Sn) = f(tl,...,tn),F

?
R Sn:tn7F

?
81 =11,

r=ux,T
r

?
x=t,T

= x € FV(I), x € FV(t)
x =t {x—t}T
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(Dekomposition)

(Loschregel)

(Anwendung)

(Orientierung)

71/101

Unifikationsalgorithmus corrne B
e N

Algorithmus Unifikationsalgorithmus Uy

Datenstrukturen: I' Menge von Termgleichungen {s; L t;}

. e ?
Eingabe: Wenn s, ¢ unifiziert werden sollen, setze I' := {s =

Ausgabe: Nicht unifizierbar, oder MGU fiir s, t
Algorithmus:
QO WennT'={z1 =t1,...,2, = t,}, wobei
e Alle x; sind paarweise verschiedene Variablen,
o kein x; kommt in einem ¢; vor
Dann: Gebe {z1 > t1,...,2, — t,} als MGU aus.
@ Sonst: Wende eine der Unfikationsregeln auf I' an (im
Anschluss)

o Tritt dabei Fail auf, dann breche ab mit , Nicht
unifizierbar", sonst
o Erhalte IV und mache mit I' := IV weiter mit Schritt 1.

t}

M. Schmidt-SchauB - KILOG - SoSe 2022 - Pridikatenlogik

Pradikatenlogik Resolution

Unifikationsregeln (2)

70/101

GOETHE,
UNIVERSITAT

Abbruchbedingungen:

F(.)Zg(.),T
Fail

wenn [ #£ g (Clash)

a:;t,F
——— wennz € FV(t) und t # x

(occurs check Fehler)
Fazil
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Pradikatenlogik Resolution

Beispiel corrne B

FRANKFURT AM MAL N

Pradikatenlogik Resolution

Eigenschaften des Unifikationsalgorithmus corrne B

)
{k(f(2, 9(a,)), (=, hly)) = k(£(1(y). 9( 2)), 9(2, 2))}

= {f(z,9(a,y)) = f(h(y),9(y,a)), g9(z, h(y)) = g(z,2)}  (Dekomposition)
P ?

—x=h(y),9(a,y) = g9(y,a),q(z, h(y)) = 9(2, 2) (Dekompasition)
? ? ? ?

—z=hy),a=y,y=a,g(x,h(y)) = g(z, 2) (Dekomposition)
? ?

=z =h(y),y = a,9(z, h(y)) = 9(2, 2) (Orientierung)
? ? ?

— = h(a),y = a,g(z,h(a)) = g(z,2) (Anwendung, y)
? ? ? ?

—x="h(a),y=a,x=2z2h(a) =2 (Dekomposition)
? ? ? ?

— = h(a), Yy=a,T=2,2= h(a (Orientierung)
? ? ?

— = h(a),y =a,z = h(a) (Anwendung,z)

MGU: {z — h(a),y — a,z — h(a)}
Unifizierte Terme: k(f(h(a), g(a,a)), g(h(a),h(a)))
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Pradikatenlogik Resolution

Zuriick zum Resolutionskalkiil osrs £

Der Unifikationsalgorithmus terminiert, ist korrekt und vollstindig.
Er liefert, einen allgemeinsten Unifikator,

wenn die Eingabe unifizierbar ist.

Wenn die Eingabe nicht unifizierbar ist, bricht der Algorithmus ab.

@ In dieser Form: MGU kann exponentiell groB werden:

{z1 2 f(xo, x2), 2o L f(zs,z3), ..., Tn—1 L f(zn, zn), xy L a}
MGU: {21 = f(f(f(f... f(f(a,a), f(a;a))...))), ..}

Die iiblichen Algorithmen (mit Sharing) haben Komplexitat
O(n log(n)).

Komplexitdt: PP-complete. D.h. nicht parallelisierbar.
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Pradikatenlogik Resolution

Eigenschaften des Resolutionskalkiils .4

Resolution:

Elternklausel 1: L, Ky,..., K, o ist eine Substitution
Elternklausel 2: =L/, Ny,..., N, mit o(L) = o(L')
Resolvente: o(Ki,...,Km,N1,...,Ny)

Abhilfe durch Extraregel:
Faktorisierung;:

Elternklausel: L,L' Ky,...,K,, o(L)=o(L)
Faktor: o(L,Ky,...,Kp)

Verwende fiir 0 einen berechneten MGU!
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Godel-Herbrand-Skolem Theorem

Zu jeder unerfiillbaren Menge C' von Klauseln gibt es eine endliche
unerfiillbare Menge von Grundinstanzen (Grundklauseln) von C.

Zusammen mit der Widerlegungsvollstandigkeit der
Grundresolution kann man folgern

Der pradikatenlogische Resolutionskalkiil (mit Resolution und
Faktorisierung (und Unifikation)) ist korrekt und
widerlegungsvollstandig.

(Beweis erfordert noch ein Lifting-Lemma: Grundresolution —
allgemeine Resolution)
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Pradikatenlogik Resolution

Optimierungen: Loschregeln

GOETHE, E
T

Pradikatenlogik Resolution

Isolierte Literale

GOETHE, ﬂ

ITAT
M Al

Genau wie bei Aussagenlogischer Resolution gibt es
Optimierungen.

o Klauseln mit isolierte Literalen

@ Tautologische Klauseln

@ Subsumierte Klauseln
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Pradikatenlogik Resolution

ISOL: Loschregel fiir isolierte Literale .4

Isoliertes Literal
@ Sei C eine Klauselmenge, D eine Klausel in C und L ein
Literal in D.
o L heiBt isoliert, wenn es keine Klausel D’ # D mit einem

Literal L' in C gibt, so dass L und L’ verschiedenes
Vorzeichen haben und L und L’ unifizierbar sind.

ISOL: Loschregel fiir isolierte Literale

Wenn D eine Klausel aus C ist mit einem isolierten Literal, dann
|6sche die Klausel D aus C.

Die Loschregel fiir isolierte Literale kann zum Resolutionskalkiil
hinzugenommen werden, ohne die Widerlegungsvollstandigkeit zu
verlieren.

Beweis: Die leere Klausel kann nicht mit D hergeleitet werden, da
es keinen Resolutionspartner gibt
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Pradikatenlogik Resolution
Beispiel ey
Cl: P(a)
C2: P(b)
C3: =Q(b)
C4: —P(z),Q(z)
@ Resolution C'1 + C4 ergibt: R1: {Q(a)}
@ ((a) ist isoliert, daher ist die neue Klausel eine Sackgasse
e D.h. {Q(a)} léschen oder gar nicht erst erzeugen
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Pradikatenlogik Resolution Pradikatenlogik Resolution

Subsumtion —E- Loschregel —ﬂ

SUBS: Loschregel fiir subsumierte Klauseln

Wenn D und E Klauseln aus C sind, D subsumiert E und E hat
nicht weniger Literale als D, dann |6sche die Klausel E aus C .

Seien D und E Klauseln. D subsumiert die Klausel £ wenn es . . ) ) ) )
eine Substitution o gibt, so dass o(D) C E I1: zusatzliche Bedingung: E hat mind. soviele Literale wie D

Grund: Faktorisierung
Loschen subsumierter Klauseln ist korrekt:

Jede Resolutionsableitung, die E benutzt, hitte auch D benutzen {L, L', Ly,...,L,} = {o(L1),...,0(Ly)}
konnen

D E

o Faktor E wird von der Elternklausel D subsumiert

@ Zusatzliche Bedingung verhindert das Ldschen
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Pradikatenlogik Resolution Pradikatenlogik Resolution

Subsumtion: Beispiele o SUBS: Eigenschaften sorru B

UNIVERSITAT

@ P subsumiert {P, S}. @ Subsumierte Klauseln zu finden ist A'P-vollsténdig.

e {Q(x), R(x)} subsumiert {R(a),S,Q(a)} @ Diese hohe Komplexitat ist praktisch nicht relevant, da man
e {E(a,x),E(x,a)} subsumiert {E(a,a)}. D.h eine Klausel die Suche einschranken kann.

subsumiert einen ihren Faktoren. In diesem Fall wird nicht

geloscht. . . . - .
o {=P(x), P(f(x))} impliziert {=P(z), P(f(f(x))} aber Der Resolutionskalkiil zusammen mit der Loschung subsumierter

Klauseln ist widerlegungsvollstandig.

subsumiert nicht.
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Pradikatenlogik Resolution

Tautologische Klauseln el

Tautologische Klausel

Sei D eine Klausel. Wir sagen dass D eine Tautologie ist, wenn D
in allen Interpretationen wahr ist.

Beispiele: {P(a), ~P(a)}, {Q(a), P(f(x)), ~P(f(x)), Q(b)} oder
{P(x),~P(a)}.

Syntaktisches Kriterium

Klausel ¢ ist Tautologie
gdw.
Klausel C enthilt Literale L und =L
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Pradikatenlogik Resolution

TAUT: Eigenschaften .4

Pradikatenlogik Resolution

TAUT: Loschregel gl

Offensichtlich: Korrektheit

Die Loschregel fiir tautologische Klauseln ist korrekt und erhalt
Widerlegungsvollstiandigkeit
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TAUT: Loschregel fiir tautologische Klauseln

Wenn D eine tautologische Klausel aus der Klauselmenge C ist,
dann [6sche die Klausel D aus C.
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Pradikatenlogik Resolution

Insgesamt: 3 Loschregeln v, ik

Der Resolutionskalkiil zusammen mit Loschung subsumierter
Klauseln, Léschung von Klauseln mit isolierten Literalen und
Loschung von Tautologien ist widerlegungsvollstandig.

Praktisch sind diese Ldschregeln unbedingt notwendig, da 99%
aller erzeugten Klauseln subsumierte Klauseln sind.

M. Schmidt-SchauB - KILOG - SoSe 2022 - Pradikatenlogik 88/101



Pradikatenlogik Resolution

Resolution: Strategien ook

Es gibt viele Versuche zu Strategien, um das Resolutionsverfahren
erfolgreicher zu machen:

@ Gewichtung von Klauseln / Literalen;
und Bevorzugung minimaler Klauseln/Literale

@ Modelle als Orientierung, wo der Widerspruch eher zu finden
Ist.

© Gewichtung: GrA9Be der Klauseln / Literale

© Einschrankungen der Resolutionsklauseln / literale
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Pradikatenlogik Resolution

Lineare Resolution osrs £

Pradikatenlogik Resolution

Prover auf Webseite; SPASS corrne B

Ist eingeschrénkte (spezielle Variante) der Resolution
Gut implementierbar und gute Laufzeiteigenschaften

@ Eingabe: Klauselmenge mit Zentralklausel und
Seitenklauseln

@ Erste Resolution: Zentralklausel 4 eine Seitenklausel

@ Danach: Jede Resolution verwendet die zuletzt erhaltene
Resolvente

@ D.h. danach wird die Resolvente zur nichsten Zentralklausel
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Beispiele . ..
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Pradikatenlogik Resolution

Beispiel: Lineare Resolution .4

Widerlege {{P,Q},{P,-Q},{—-P,Q},{—P,—Q}} durch lineare
Resolution mit der Zentralklausel {P, Q}:

{Pa Q} {Pa _'Q} {_'Pv _'Q} {_'Pv Q}

|~

(P}

v

{-Q}

v

{-P}
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Pradikatenlogik Resolution

Lineare Resolution: Eigenschaften corrne B

Pradikatenlogik Resolution

Hornklauseln v ik

@ Lineare Resolution 4 Faktorisierung zusammen sind
widerlegungsvollstandig

@ Bei Hornklauseln: Faktorisierung nicht notwendig

@ Intuition zu Hornklauseln:

Regeln: (LiN ... AL,) = Lnpu
Ziele/Anfragen: =K1V ... VoK
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Pradikatenlogik Resolution

Hornklauseln (2) B

Hornklauseln: Syntaktische eingeschrankte Klauseln

Verwendung in logischen Programmiersprachen, wie z.B. Prolog

Eine Hornklausel ist eine Klausel, die héchstens ein positives
Literal enthalt.

Eine Klauselmenge, die nur aus Hornklauseln besteht, nennt man
Hornklauselmenge.

Beispiele:
o {-R(x),P(a),Q(f(y))} ist keine Hornklausel
o {—=R(f(x)),~P(g9(x,a)),Q(y)} ist eine Hornklausel
o {—R(g9(y)),~P(h(b))} ist eine Hornklausel
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Pradikatenlogik Resolution

SLD-Resolution osrus £

Hornklauseln lassen sich weiter unterteilen:

o Definite Klauseln sind Klauseln mit genau einem positiven
Literal.

@ Definite Einsklauseln (mit positivem Literal) werden auch als
Fakt bezeichnet

o Klauseln, die nur negative Literale enthalten, nennt man
auch ein definites Ziel.

Eine Menge von definiten Klauseln nennt man auch definites
Programm.
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@ Nur auf Hornklauselmengen definiert
@ S = Selektionsfunktion
@ L = Lineare Resolution

@ D = Definite Klauseln
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Pradikatenlogik Resolution Pradikatenlogik Resolution

SLD-Resolution (2) corrne B SLD-Resolution (3) corrne B
Verfahren
@ Zentralklausel ist definites Ziel.
@ Lineare Resolution mit dieser Zentralklausel
o Z.B. {=P(a),~Q(f(x)), =R(a, h(y))} Selektionsfunktionen:
@ Selektionsfunktion bestimmt deterministisch welches Literal @ das linkeste
aus der Zentralklausel als nachstes wegresolviert werden soll @ das am wenigsten instanziierte
e also =P(a),~Q(f(x)), oder =R(a, (h(y))) @ das am meisten instanziierte
Es gilt: Die Reihenfolge der wegresolvierten Literale ist ° ...

don’t care-Nichtdeterminismus:

Wenn man Literal L; zuerst wegresolviert und man findet die leere
Klausel nicht, dann findet man sie auch nicht, wenn man zunichst
Literal L; wegresolviert
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Pradikatenlogik Resolution Pradikatenlogik Resolution
SLD-Resolution (4) courn: B SLD-Resolution (5) s
Beachte:
o Ein definites Ziel als Zentralklausel (z.B. {=P(z,v)}) Eigenschaften:
e Eingabeklauseln sind definite Klauseln (alle genau ein @ SLD-Resolution ist fiir Hornklauselmengen korrekt und
positives Literal) widerlegungsvollstandig
@ Die lineare Resolution resolviert: @ Aber ist nichtdeterministisch: Wahl der Seitenklausel als
Eine Eingabeklausel mit der Zentralklausel Elternklausel
@ Es kénnen nie zwei Resolventen als Elternklauseln verwendet @ Dieser Nichtdeterminismus ist nicht: don't-care!
werden! e Mogliche Abhilfe: Breitensuche (erhalt Vollstandigkeit)

(Bei allgemeiner linearen Resolution ist das nicht der Fall) e Aber: Sehr platzintensiv

@ Grund: Jede Resolvente besteht ausschlieBlich aus negativen
Literalen!
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Pradikatenlogik Resolution

SLD-Resolution (5) o

Eigenschaften:

@ SLD-Resolution berechnet fiir Hornklauselmengen Antworten
auf Anfragen:
Die Gesamtsubstitution am Ende (bei einer Tiefensuche)

@ Anfragen sind die negativen Klauseln.

e Eine Antwort ist eine Grund-Substitution o (bzgl. einer
Anfrage A), so dass die definiten Klauseln zusammen mit
o(A) unerfiillbar sind.

@ SLD-Resolution ist vollstindig in Bezug auf alle Antworten:

@ Es wird bei fairer Vorgehensweise zu jeder méglichen Antwort
eine (evtl. allgemeinere) Antwort berechnet.
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