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DPLL in Haskell o

s N
dpll :: Kiggiiiiig:%ggz:>
dpll [] = Fa
dpll cnf
| [1 ‘elem‘ cnf = True
| otherwise =
case getUnit cnf of
Just [x] ->
dpll [delete (negate x) clause | clause <- cnf, not (x ‘elem‘ clause)]
Nothing ->
if not (null isolated) then
dpll [clause | clause <- cnf, let (isolit:_)=isolated,
not (isolit ‘elem‘ clause)]
else (dpll ([lit]l:cnf)) && (dpll ([negate 1lit]:cnf))
where
literals = (nub . sort . concat) cnf
isolated = [1it | 1lit <- literals, not ((negate lit) ‘elem‘ literals)]
((lit:clause):_) = cnf
getUnit [] = Nothing
getUnit ([x]:_) = Just [x]
getUnit (_:xxs) = getUnit xxs
I\ J
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E— T EE————
Fallunterscheidung o

UNI

@ Verschiedene Heuristiken welches Literal gewahlt wird.
o Gute Heuristik:
Waihle Literal so, dass es in
moglichst kurzen Klauseln vorkommt
@ Erhoht Wahrscheinlichkeit, dass groBe Anteile der
Klauselmenge in wenigen Schritten geldscht werden.
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Beispiel: Pfefferdieb cornus @)
Wissen: Klauselmenge dazu:

e HVSVM °{H75’M}

e H=—~(SVM) — o {—H,~S}

o S=—(HVM) _ e {-H,~M}

e M =—(HVS) o {—S,-M}

e -S=-H o {S,-H} —

o H=-M °{];I,_‘]\4}

—
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- Awendwgn _______________________________
Beispiel (2) s

DPLL({{Ha S, M}a{_‘HvﬁS}a{_'H’ _'M}’{_‘S7 _‘M}v{sv ﬁLl}v{ITL _‘M}})
@ Keine 1-Klauseln
@ Keine isolierten Literale
@ Daher Fallunterscheidung
(1) DPLL({{S}7 {H7 S, M}7 {_'H? _‘S}z {_'Hv ﬁ]\4}7 {_‘Sv _‘M}7 {Sv ﬁ}I}f {H7 _'M}})

A
(2) DPLL({{_‘S}’ {Hv S, M}v {_'H’ _'5}7 {_‘Hv _'M}v {_‘Sv _‘M}v {Sa _'H}7 {H7 _‘M}})
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- @@ el
Beispiel (3) s

Fall (1):
DPLL({{S},{H,S, M}, {-H,-S},{-H,-M},{-S,-M},{S,-H},{H,-~M}})

@ 1-Klausel {S}
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- @@ el
Beispiel (3) s

Fall (1):
DPLL({{S},{H,S, M}, {-H,-S},{-H,-M},{-S,-M},{S,-H},{H,-~M}})

@ 1-Klausel {S}

@ entferne alle Klauseln die {S} enthalten:
{@7 {H,S, M}, {~H,~S},{~H,~M} {-S,-M},{S,~H} {H,~M}}

ergibt {{ﬁH, ﬁS}, {ﬁH, ﬁM}, {ﬁS, ﬁM}, {H, ﬁM}}
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E— T EE————
Beispiel (3) sl
Fall (1):

DPLL({{S},{H, S, M},{~H,~S},{~H,~M},{-5,-~M},{S,~H},{H,~M}})
@ 1-Klausel {S}
@ entferne alle Klauseln die {S} enthalten:
{@7 {Hv S, M}v {_‘H7 _'5}7 {_‘H7 _‘M}7 {_‘Sv _‘M}v {Sz _‘H}v {H7 _‘M}}
ergibt {{ﬁH, ﬁS}, {ﬁH, ﬁM}, {ﬁS, ﬁM}, {H, ﬁM}}
entferne =S aus allen Klauseln: {{—H, =S}, {-H,-M},{=S,-M} {H,-M}}

ergibt ({{-H},{-H,-M},{-M},{H,-~M}})
Rekursiver Aufruf: DPLL({{-H},{—-H,-M},{-M},{H,-M}})
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- Awendwgn _______________________________
Beispiel (3) s
Fall (1):

DPLL({{S},{H,S,M},{—-H,~S},{-H,~M},{-S,~M}{S,—~H} {H,~M}})
@ 1-Klausel {S}

@ entferne alle Klauseln die {S} enthalten:
{@7 {Hv S, M}v {_‘H7 _‘5}7 {_‘H7 _‘M}7 {_‘Sv _‘M}v {Sz _‘H}v {H7 _‘M}}
ergibt {{ﬁH, ﬁS}, {ﬁH, ﬁM}, {ﬁS, ﬁM}, {H, ﬁM}}
entferne =S aus allen Klauseln: {{—H, =S}, {-H,-M},{=S,-M} {H,-M}}

ergibt ({{=H}, {=H,-M},{-M},{H,~M}})
Rekursiver Aufruf: DPLL({{-H},{—-H,-M},{-M},{H,-M}})

DPLL({{-H}, {~H,~M},{~M},{H,~M}})
@ 1-Klausel {-H}

@ Entfernen der Klauseln mit =H und Léschen von H ergibt {{-M }}
Rekursiver Aufruf: DPLL({{—-M}})
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E— T EE————
Beispiel (3) sl
Fall (1):

DPLL({{S},{H, S, M},{~H,~S},{~H,~M},{-5,-~M},{S,~H},{H,~M}})
@ 1-Klausel {S}
@ entferne alle Klauseln die {S} enthalten:
{@7 {Hv S, M}v {_‘H7 _‘5}7 {_‘H7 _‘M}7 {_‘Sv _‘M}v {Sz _‘H}v {H7 _‘M}}
ergibt {{ﬁH, ﬁS}, {ﬁH, ﬁM}, {ﬁS, ﬁM}, {H, ﬁM}}
entferne =S aus allen Klauseln: {{—H, =S}, {-H,-M},{=S,-M} {H,-M}}

ergibt ({{=H}, {=H,-M},{-M},{H,~M}})
Rekursiver Aufruf: DPLL({{-H},{—-H,-M},{-M},{H,-M}})

DPLL({{-H}, {~H,~M},{~M},{H,~M}})
@ 1-Klausel {-H}

@ Entfernen der Klauseln mit =H und Léschen von H ergibt {{-M }}
Rekursiver Aufruf: DPLL({{—-M}})

DPLL({{—M}}) ergibt rekursiver Aufruf: DPLL({})
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Beispiel (3) s

Fall (1):
DPLE_(){{S}, {H,S,M},{-H,-S},{-H,-M},{-S,-M},{S,~H},{H,-M}})
@ 1-Klausel {S}
@ entferne alle Klauseln die {S} enthalten:
({5} {H, S, M}, {~H, =S}, {=H, ~M},{=5, ~M}, {S, ~H}, {H, ~M}}
ergibt {{—~H,-S}, {-H,-M},{-S,-M},{H,-M}}
entferne =S aus allen Klauseln: {{—H, =S}, {-H,-M},{=S,-M} {H,-M}}

ergibt ({{=H}, {=H,-M},{-M},{H,~M}})
Rekursiver Aufruf: DPLL({{-H},{—-H,-M},{-M},{H,-M}})

DPLL({{-H}, {~H,~M},{~M},{H,~M}})
@ 1-Klausel {-H}

@ Entfernen der Klauseln mit =H und Léschen von H ergibt {{-M }}
Rekursiver Aufruf: DPLL({{—-M}})

DPLL({{—M}}) ergibt rekursiver Aufruf: DPLL({})

DPLL({}) ergibt false — erfiillbar,
T

M. Schmidt-SchauB - KILOG - SoSe 2021 - Aussagenlogik



Beispiel (3) s

Fall (1):
DPLE_(){{S}, {H,S,M},{-H,-S},{-H,-M},{-S,-M},{S,~H},{H,-M}})
@ 1-Klausel {S}
@ entferne alle Klauseln die {S} enthalten:
({5} {H, S, M}, {~H, =S}, {=H, ~M},{=5, ~M}, {S, ~H}, {H, ~M}}
ergibt {{—~H,-S}, {-H,-M},{-S,-M},{H,-M}}
entferne =S aus allen Klauseln: {{—H, =S}, {-H,-M},{=S,-M} {H,-M}}

ergibt ({{=H}, {=H,-M},{-M},{H,~M}})
Rekursiver Aufruf: DPLL({{-H},{—-H,-M},{-M},{H,-M}})

DPLL({{-H}, {~H,~M},{~M},{H,~M}})
@ 1-Klausel {-H}

@ Entfernen der Klauseln mit =H und Léschen von H ergibt {{-M }}
Rekursiver Aufruf: DPLL({{—-M}})

DPLL({{—M}}) ergibt rekursiver Aufruf: DPLL({})
DPLL({}) ergibt false — erfiillbar, Modell?
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- Awendwgn _______________________________
DPLL: Modell generieren o

© Isolierte Literale werden als wahr angenommen.
@ Literale in 1-Klauseln werden ebenfalls als wahr angenommen.

© Dadurch nicht belegte Variablen kdnnen fiir das vollstandige
Modell beliebig belegt werden
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- Amwendunge
Komplexitat o

Im Worst Case:
@ Exponentielle Laufzeit

@ Exponentiell in: Anzahl der verschiedenen Variablen

Besser geht es nach aktuellem Stand des Wissens nicht,
da SAT N'P-vollstandig.
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Anwendungen

DPLL zum Problemlésen o
@ |ldee: Kodiere Problem als Aussagenlogische Formel -
@ Modell entspricht Lésung des Problems ——
@ Erst Umformung in CNF (geht mit schneller CNF), dann
DPLL
o Oft: Kodierung direkt als CNF

Wir betrachten einige Beispielanwendungen
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Logelei aus der Zeit cornus @)

Abianer sagen die Wahrheit, Bebianer Liigen.

Knasi: Knisi ist Abianer. l

Knesi: Wenn Kndsi Bebianer, dann ist auch Knusi ein Abianer.
Knisi: Wenn Knusi Abianer, dann ist Knesi Bebianer.

Knosi: Knesi und Kniisi sind beide Abianer.

Knusi: Wenn Kniisi Abianer ist, dann ist auch Knisi Abianer.

Knosi: Entweder ist Knasi oder Knisi Abianer.

000000

Knisi: Knosi ist Abianer.
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Logelei aus der Zeit cornus @)

Abianer sagen die Wahrheit, Bebianer Liigen.

@ Khnasi: Knisi ist Abianer.
) knast <= knisi

Knesi: Wenn Knosi Bebianer, dann ist auch Knusi ein Abianer.

Knisi: Wenn Knusi Abianer, dann ist Knesi Bebianer.

Knosi: Knesi und Kniisi sind beide Abianer.

Knusi: Wenn Kniisi Abianer ist, dann_ist auch Knisi Abianer.
ALY Jann

Knosi: Entweder ist Knasi oder Knisi Abianer.

©0 00600

Kniisi: Knosi ist Abianer.
Ahos 1St Ablanst
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Logelei aus der Zeit cornus @)

Abianer sagen die Wahrheit, Bebianer Liigen.

@ Khnasi: Knisi ist Abianer.
knasi < knisi

©

Knesi: Wenn Knosi Bebianer, dann ist auch Knusi ein Abianer.
knesi <= (—knoesi = knusi)

Knisi: Wenn Knusi Abianer, dann ist Knesi Bebianer.
Knosi: Knesi und Kniisi sind beide Abianer.
Knusi: Wenn Kniisi Abianer ist, dann ist auch Knisi Abianer.

Kndsi: Entweder ist Knasi oder Knisi Abianer.

©0 000

Knisi: Knosi ist Abianer.
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Logelei aus der Zeit cornus @)

Abianer sagen die Wahrheit, Bebianer Liigen.

@ Khnasi: Knisi ist Abianer.
knasi <= knisi

@ Knesi: Wenn Kndosi Bebianer, dann ist auch Knusi ein Abianer.
knesi <= (—knoesi = knusi)

©

Knisi: Wenn Knusi Abianer, dann ist Knesi Bebianer.
knisi <= (knusi —> —knesi)

Knosi: Knesi und Kniisi sind beide Abianer.
Knusi: Wenn Kniisi Abianer ist, dann ist auch Knisi Abianer.

Kndsi: Entweder ist Knasi oder Knisi Abianer.

©0 00

Knisi: Knosi ist Abianer.
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Logelei aus der Zeit cornus @)

Abianer sagen die Wahrheit, Bebianer Liigen.

@ Knasi: Knisi ist Abianer.
knasi < knisi

@ Knesi: Wenn Knosi Bebianer, dann ist auch Knusi ein Abianer.
knesi <= (—knoesi —> knusi)

@ Knisi: Wenn Knusi Abianer, dann ist Knesi Bebianer.
knisi <= (knusi = —knesi)

@ Khnosi: Knesi und Kniisi sind beide Abianer.
= knosi <= (knesi \ knuesi)

@ Knusi: Wenn Kniisi Abianer ist, dann ist auch Knisi Abianer.
@ Knosi: Entweder ist Knasi oder Knisi Abianer.
Q

Kniisi: Knosi ist Abianer.
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Anwendungen

GOETHE,

Logelei aus der Zeit cornus @)

Abianer sagen die Wahrheit, Bebianer Liigen.

@ Khnasi: Knisi ist Abianer.
knasi <— knisi

@ Knesi: Wenn Knosi Bebianer, dann ist auch Knusi ein Abianer.
knesi <= (—knoesi = knusi)

@ Knisi: Wenn Knusi Abianer, dann ist Knesi Bebianer.
knisi <= (knusi = —knesi)

@ Knosi: Knesi und Kniisi sind beide Abianer.
knosi <= (knesi A knuesi)

@ Knusi: Wenn Kniisi Abianer ist, dann ist auch Knisi Abianer.
knusi <= (knuesi = knisi)

@ Knosi: Entweder ist Knasi oder Knisi Abianer.
@ Knisi: Knosi ist Abianer.
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Anwendungen

GOETHE,

Logelei aus der Zeit cornus @)

Abianer sagen die Wahrheit, Bebianer Liigen.

@ Knasi: Knisi ist Abianer.
knasi < knisi

© Khnesi: Wenn Knosi Bebianer, dann ist auch Knusi ein Abianer.
knesi <= (—knoesi = knusi)

© Knisi: Wenn Knusi Abianer, dann ist Knesi Bebianer.
knisi <= (knusi = —knesi)

© Khnosi: Knesi und Kniisi sind beide Abianer.
knosi <= (knesi N\ knuesi)

@ Knusi: Wenn Kniisi Abianer ist, dann ist auch Knisi Abianer.
knusi <= (knuesi = knisi)

@ Knosi: Entweder ist Knasi oder Knisi Abianer.
knoesi <= (knasi XOR knisi)

@ Knisi: Knosi ist Abianer.
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Anwendungen

GOETHE,

Logelei aus der Zeit cornus @)

Abianer sagen die Wahrheit, Bebianer Liigen.

o

2]

Knasi: Knisi ist Abianer.

knasi < knisi

Knesi: Wenn Kndsi Bebianer, dann ist auch Knusi ein Abianer.
knesi <= (—knoesi = knusi)

Knisi: Wenn Knusi Abianer, dann ist Knesi Bebianer.

knisi <= (knusi = —knesi)

Knosi: Knesi und Kniisi sind beide Abianer.

knosi <= (knesi N\ knuesi)

Knusi: Wenn Knisi Abianer ist, dann ist auch Knisi Abianer.
knusi < (knuesi —> knisi)

Knosi: Entweder ist Knasi oder Knisi Abianer.

knoesi <= (knasi XOR knisi)

Kniisi: Knosi ist Abianer.

knuesi <= knost
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DPLL-Algorithmus liefert: o

(knasi <=> knisi)

— /\
(knesi <=> (-knoesi => knusi))
/\
(knisi <=> (knusi => -knesi))
/\
(knosi <=> (knesi /\ knuesi))
/\
(knusi <=> (knuesi => knisi))
/\
(knoesi <=> (-(knasi <=> knisi)))
/\

(knuesi <=> knosi)
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DPLL-Algorithmus liefert: o

(knasi <=> knisi)

/\

(knesi <=> (-knoesi => knusi))
/\

(knisi <=> (knusi => -knesi))
/\

(knosi <=> (knesi /\ knuesi))
/\

(knusi <=> (knuesi => knisi))
/\

(knoesi <=> (-(knasi <=> knisi)))
/\

(knuesi <=> knosi)

Das Ergebnis des DP-Algorithmus ist:
Fuer die berechnete Klauselmenge existiert ein Modell:
[-knuesi,-knosi,-knoesi,-knasi,knesi,knusi,-knisi]

Knesi und Knusi sind Abianer,

Kniisi, Knosi, Kndsi, Knisi sind Bebianer
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Diebstahl von Salz cornus @)

Verdachtige: Lakai mit Froschgesicht, Lakai mit Fischgesicht, Herzbube.
@ Frosch: der Fisch wars
@ Fisch: ich wars nicht
@ Herzbube: ich wars

@ Genau einer ist der Dieb y 24 [VQ JV @
@ hochstens einer hat gelogen O\( €+ %
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Diebstahl von Salz J

Verdachtige: Lakai mit Froschgesicht, Lakai mit Fischgesicht, Herzbube.

@ Frosch: der Fisch wars
froschSagtWahrheit = fischlstDieb

Fisch: ich wars nicht
Herzbube: ich wars
Genau einer ist der Dieb

hochstens einer hat gelogen
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Diebstahl von Salz J

Verdachtige: Lakai mit Froschgesicht, Lakai mit Fischgesicht, Herzbube.

@ Frosch: der Fisch wars
froschSagt Wahrheit = fischlstDieb

@ Fisch: ich wars nicht
fischSagtWahrheit = —fischlstDieb

@ Herzbube: ich wars
@ Genau einer ist der Dieb

@ hochstens einer hat gelogen
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Diebstahl von Salz J

Verdachtige: Lakai mit Froschgesicht, Lakai mit Fischgesicht, Herzbube.

@ Frosch: der Fisch wars
froschSagt Wahrheit = fischlstDieb

@ Fisch: ich wars nicht
fischSagtWahrheit —> —fischlstDieb

@ Herzbube: ich wars
bubeSagt Wahrheit —> bubelstDieb

@ Genau einer ist der Dieb

@ hochstens einer hat gelogen
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Diebstahl von Salz J

Verdachtige: Lakai mit Froschgesicht, Lakai mit Fischgesicht, Herzbube.

@ Frosch: der Fisch wars
froschSagt Wahrheit = fischlstDieb

@ Fisch: ich wars nicht
fischSagtWahrheit =—> —fischlstDieb

@ Herzbube: ich wars
bubeSagt Wahrheit —> bubelstDieb

@ Genau einer ist der Dieb
(fischIstDieb A —froschlstDieb A —bubelstDieb)

vV (=fischlstDieb A froschlstDieb A —bubelstDieb)
vV (—fischIstDieb A —froschIstDieb A bubelstDieb)

@ hochstens einer hat gelogen
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Diebstahl von Salz J

Verdachtige: Lakai mit Froschgesicht, Lakai mit Fischgesicht, Herzbube.

@ Frosch: der Fisch wars
froschSagt Wahrheit —> fischlstDieb

N it /il
@ Fisch: ich wars nicht
fischSagtWahrheit = —fischlstDieb

@ Herzbube: ich wars
bubeSagt Wahrheit = bubelstDieb

@ Genau einer ist der Dieb
fischlIstDieb A\ —froschlIstDieb A —bubelstDieb)

(
V. (—fischlIstDieb A froschlIstDieb A —bubelstDieb)
V' (—fischIstDieb A —froschlstDieb A bubelstDieb)

@ hochstens einer hat gelogen
(—froschSagtWahrheit = fischSagt Wahrheit A bubeSagt Wahrheit)
A (—fischSagtWahrheit = froschSagt Wahrheit A bubeSagt Wahrheit)

A (—bubeSagtWahrheit = froschSagt Wahrheit A fischSagt Wahrheit)
el 4

M. Schmidt-SchauB - KILOG - SoSe 2021 - Aussagenlogik



Anwendungen

GOETHE,

DPLL-Algorithmus liefert ... cornus @)

(froschSagtWahrheit => fischIstDieb)

/\

(fischSagtWahrheit => -fischIstDieb)
/\

(bubeSagtWahrheit => bubeIstDieb)

/\

( (fischIstDieb /\ -froschIstDieb /\ -bubelIstDieb)
\/ (-fischIstDieb /\ froschIstDieb /\ -bubelstDieb)
\/ (-fischIstDieb /\ -froschIstDieb /\ bubeIstDieb) )

/\

( (-froschSagtWahrheit => fischSagtWahrheit /\ bubeSagtWahrheit)
/\ (-fischSagtWahrheit => froschSagtWahrheit /\ bubeSagtWahrheit)
/\ (-bubeSagtWahrheit => froschSagtWahrheit /\ fischSagtWahrheit) )
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Anwendungen

DPLL-Algorithmus liefert ... cornus @)
(froschSagtWahrheit => fischIstDieb)
/\
(fischSagtWahrheit => -fischIstDieb)
/\
(bubeSagtWahrheit => bubeIstDieb)
/\

( (fischIstDieb /\ -froschIstDieb /\ -bubeIstDieb)
\/ (-fischIstDieb /\ froschIstDieb /\ -bubelstDieb)
\/ (-fischIstDieb /\ -froschIstDieb /\ bubeIstDieb) )

/\

( (-froschSagtWahrheit => fischSagtWahrheit /\ bubeSagtWahrheit)
/\ (-fischSagtWahrheit => froschSagtWahrheit /\ bubeSagtWahrheit)
/\ (-bubeSagtWahrheit => froschSagtWahrheit /\ fischSagtWahrheit) )

Das Ergebnis des DP-Algorithmus ist:

Fuer die berechnete Klauselmenge existiert ein Modell:
[-froschIstDieb,bubeIlstDieb,bubeSagtWahrheit,fischSagtWahrheit,
-froschSagtWahrheit,-fischIstDieb]

= Herzbube ist der Dieb, und Lakai mit Froschgesicht hat gelogen
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N-Damen als SAT-Problem J

Z
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Anwendungen
GOETHE Q
UNIVERSITAT

N-Damen als SAT-Problem (2)

Direkte Kodierung als CNF, Aussagenlogische Variablen sind
Zahlen (negative Zahlen = negierte Literale)

proZéileEineDame n)
++ (proSpalteEineDame n)
++ (bedrohendePaare n)

koordinateZuZahl (x,y) n = (x-1)*n+y
proZeileEineDame n = i
[[koordinateZuZahl (i,j) n | j <= [1..n]] | i <= [1..n]]
proSpalteEineDame n =
| j <= [1..n]]

[[koordinateZuZahl (i,j) n | i <= [1..n]]
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N-Damen als SAT-Problem (2) cornus @)

bedrohendePaare n =
[[negate (koordinateZuZahl (x1,y1) n),
negate (koordinateZuZahl (x2,y2) n)]

| x1 <- [1..n],
yl <- [1..n],
x2 <- [1..n],
y2 <= [1..n],

(x1,y1) < (x2,y2),
bedroht (x1,y1,x2,y2)]

bedroht
I a ==

b
y

,X,b,y)

= True w @
True 6

| abs ii;gz == abs (y-x) = True
| otherwise = False SN\\>? 6///@

M. Schmidt-SchauB - KILOG - SoSe 2021 - Aussagenlogik



N-Damen als SAT-Problem (3) cormne

T*Main> nDamen 4

[[1,2,3,41,[5,6,7,81,[9,10,11,12],[13,14,15,16], - ;?4a‘ize
[1,5,9,131,[2,6,10,141,[3,7,11,15]1,[4,8,12,16],
[-1,-21,(-1,-3],[(-1,-41,[-1,-5],[-1,-6],[-1,-9],[-1,-11],[-1,-13],[-1,-16],
[-2,-31,[-2,-4],[-2,-5],[-2,-6],[-2,-7],[-2,-10], [-2,-12], [-2,-14],[-3,-4],
(-3,-61,[-3,-71,[-3,-8],[-8,-91,[-3,-11],[-3,-15],[-4,-7],[-4,-8], [-4,-10],
[-4,-12],([-4,-13],[-4,-16],[-5,-6]1,[-5,-7]1,[-5,-8],[-5,-9], [-5,-10], [-5,-13],
(-5,-151,[(-6,-71,[-6,-81,[-6,-9],[-6,-10], [-6,-11],[-6,-14],[-6,-16],[-7,-8],
(-7,-101,[-7,-11],([-7,-12],[-7,-13],[-7,-16], [-8,-11],[-8,-12], [-8,-14],
[-8,-16],[-9,-101,[-9,-11]1,[-9,-12],[-9,-13],[-9,-14],[-10,-11],[-10,-12],
[-10,-13],[-10,-14],[-10,-15],[-11,-12], [-11,-14],[-11,-15], [-11,-16],
[-12,-151,[-12,-16]1,[-13,-14]1,[-13,-15],[-13,-16], [-14,-15],[-14,-16],[-15,-16]1]

DPLL liefert Modell: [-13,-16,15,9,-11,-14,-12,-10,8,-7,-6,-5,-4,-3,2,-1]

—

Tatsachlich gibt es zwei Modelle:

*DPexamples> davisPutnamAlle (generate_nqueens 4) >( @
[(-13,-16,15,9,-11,-14,-12,-10,8,-7,-6,-5,-4,-3,2,-1], @ X
[-15,-13,-9,-8,-6,-4,-2,-1,5,12,14,3,-16,-10,-7,-11]1] X pio)

8
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Niitzliche Generatoren: Mindestens eine wahr cornus @)

Sei S ={F1,...,F,} eine Menge von Formeln.

at_least_one(S) = (FA1 V...V EF,)

~

Z.B. at_least_one({X1,X2,X3}) = (X1V X2V X3)
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Niitzliche Generatoren: Hochstens eine wahr cornus @)

Sei S = {F1,..., F,} eine Menge von Formeln.

at_most_one(S) = /\{(—|Fi\/—|Fj) lie{l,...,n},je{l,...,n},i #j}

Z.B.
at-most_one({X1,X2,X3}) = (=X1V-X2)A(=X1V-X3)A (=X VX))

A(—\Xz Vv —\X3) A (—\X3 \Y —‘X1) A (—VX3 V —\Xz)
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Niitzliche Generatoren: Hochstens eine wahr cornus @)

Sei S = {F1,..., F,} eine Menge von Formeln.

at_most_one(S) = /\{(—|Fi\/—|Fj) lie{l,...,n},je{l,...,n},i #j}

Z.B.
at-most_one({X1,X2,X3}) = (=X1V-X2)A(=X1V-X3)A (=X VX))
A(—\Xz Vv —\X3) A (—\X3 \Y —‘X1) A (—VX3 V —\Xz)

Beachte: Man kann noch optimieren (Symmetrien entfernen):

at_most_one(S) = /\{(ﬁFi\/ﬁFj) lie{l,...,n},je{l,...,n},i<j}

==
Z.B.

at,most,one({Xl,Xg, Xg}) = (ﬁX1 Vv ﬁXQ) AN (ﬁXl Vv ﬁX3) A\ (ﬁXz V j)(3)
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Niitzliche Generatoren: Genau eine wahr cornus @)

Sei S ={F1,...,F,} eine Menge von Formeln.

exactly_one(S) = at_least_one(S) A at_most_one(S)

Z.B.
at_least_one({X1, X2, X3})
at-most_one({X1, X2, X3})
ezactly_one({X1, X2, X3})

(X1V X2V Xs)

(—\Xl V —|X2) A (—‘Xl Vv —\X3) AN (_\X2 V —|X3)
(

(

X1V XaV X3)/\
-X1V —|X2) A (—‘Xl Vv —\Xg) A (—\Xg V —|X3)

1 ~
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Beispiel: Klausuren verteilen cornus @)

s Studenten schreiben Klausuren

k Klausurtypen

Paare von benachbart sitzenden Studenten gegeben

T ———
Problem: Welcher Student bekommt welchen Klausurtyp

@ So dass: Keine benachbarten Studenten bekommen gleiche Klausur

Kodiere in CNF, so dass Modell eine Zuordnung: Student <> Klausurtyp
liefert
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Beispiel: Klausuren verteilen cornus @)

s{ = Student ¢ schreibt Klausurtyp j

klausur_formel(s, k, benachbart) =

Jeder Student erhilt genau eine Klausur: |

S =

/\ exactly,one(%sfg | j € {1..k}})
i=1

Student ¢ genau eine Klausur
alle Studenten

Benachbarte Studenten, nicht die gleiche Klausur:

k
A /\ /\ (—s) v —|5Z)

(a,b)ebenachbart j=1
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Verallgemeinerung: K aus N o

e at_most(K,S): hochstens K viele Formeln aus S erfiillt
e at_least(K,S): mindestens K viele Formeln aus S erfiillt

o exactly(K,S): genau K viele Formeln aus S erfiillt
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Anwendungen

GOETHE,

Verallgemeinerung: K aus N cornus @)

e at_most(K,S): hochstens K viele Formeln aus S erfiillt

e at_least(K,S): mindestens K viele Formeln aus S erfiillt

o ezactly(K,S): genau K viele Formeln aus S erfiillt /
Vorarbeit: Alle Teilmengen der Machtigkeit K

all_subsets(S, K) = {S' C S ||9'| = K}
Z.B. Rekursive Berechnung:

all_subsets(S, 0) = {{}}
all_subsets(S, K) {S},wenn |S| = K
all_subsets({s}WUS, K) = all_subsets(S, K)
U{{s}u S’ | S € all_subsets(S, K — 1)}
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Anwendungen

Hochstens K wahr cornus @)
at_most(K, S) = /\ —|(/\ S S’ € all_subsets(S, K + 1)
~~——~— K +1 Formeln

nicht alle wahr

= A\ ~(FL A AFrp1) | {F, ..., Fiya} € all_subsets(S, K +1)

TV
nicht alle wahr

= /\ (mF1 V...V =Fg1) | {F1,...,Fry1} € all_subsets(S, K + 1)

mind. 1 falsch

In CNF (wenn Fj Literale sind)
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Mindestens K wahr cornus @)

at_least(K, S) \/ /\S’ " € all_subsets(S, K)

K wahr
Z.B.

at,least(S, {Xl,Xz,Xg,X4}) = (X1 A Xo /\Xg)\/ (X1 /\X2/\X4)
\/(Xl AN X3 A X4) Vv (.XQ AN X3 A X4)

Nachteil: Nicht in CNF (wenn S nur Literale enthalt)

—
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Mindestens K wahr (2) cornus @)

at_least(K, S)
= at_least_one(S)
AN{f=VS|fes S € all_subsets(S\{f},|S] — (K —1))}

= at_least_one(S)
AN{=fVVS|feS S € all_subsets(S\ {f},|S] — (K —1))}

Idee dabei: mind. 1 Formel aus S wahr,
und wenn eine wahr, dann noch K — 1 weitere wahr...

Z.B.
at_least(3, {X1, X2, X3, X4}) =

(X1 VvV Xo \/X3\/X4)

/\(Xl = (X2 V Xg)) A (X1 = (X2 V X4)) A (X1 = (Xg V X4))
/\(X2 = (X1 Vv Xg)) A\ (XQ = (X1 Vv X4)) A (X2 = (X3 Vv X4))
/\(X3 = (X1 V Xz)) A (Xg = (Xl V X4)) A (X3 = (Xz vV X4))
/\(X4 = (X1 Vv XQ)) A (X4 = (Xl Vv Xg)) A (X4 = (XQ Vv X3))
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Mindestens K wahr (2) cornus @)

at_least(K, S)
= at_least_one(S)

AN{f=VS|feS S € all_subsets(S\{f},|S] — (K —1))}

= at_least_one(S)
AN{=fVVS|feS S € all_subsets(S\ {f},|S] — (K —1))}

Idee dabei: mind. 1 Formel aus S wahr,
und wenn eine wahr, dann noch K — 1 weitere wahr...

Z.B.
at_least(3,{X1, X2, X3, X4}) =

(X1\/X2\/X3\/X4) —_

ANEX1V (X2 VX3)A (X1 V(X2 VXe))A(mX1 V(X3 V Xy))
/\(—\XQ Vv (Xl Vv X3)) A (_\XQ Vv (X1 Vv X4)) A (—‘Xz Vv (X3 Vv X4))
A(X3 V(X1 VX)) A (- X3V (X1 VX)) A (—X3V (X2 V Xy))
ANXaV (X1 VX)) A (Xa V(X1 V X3))A (=X V(X2 V X3))
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Genau K wahr cornus @)

exactly(K, S) = at_least(K,S) A at_most(K,S)

=
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Anwendungen

Beispiel: Logelei aus der Zeit el

Tom, ein Biologiestudent, sitzt verzweifelt in der Klausur, denn er hat
vergessen, das Kapitel iiber die Wolfswiirmer zu lernen. Das Einzige, was er
weiB, ist, dass es bei den Multiple-Choice-Aufgaben immer genau 3 korrekte
Antworten gibt. Und dies sind die angebotenen Antworten:

(| a) Wolfswiirmer werden oft von Igelwiirmern gefﬁs_gen. N
-\ | b) Wolfswiirmer meiden die Gesellschaft von Eselswiirmern. <
c) Wolfswiirmer ern3hren sich von Lammwiirmern.
% d) Wolfswiirmer leben in der banesischen Tundra.

e) Wolfswiirmer gehoren zur Gattung der Hundswiirmer.
f) Wolfswiirmer sind grau gestreift. =
. | g)Genau eine der beiden Aussagen b) und e) ist richtig. | _—

h) Genau eine der beiden Aussagen a) und d) ist richtig.

i) Genau eine der beiden Aussagen c) und h) ist richtig.

j) Genau eine der beiden Aussagen f) und i) ist richtig.

k) Genau eine der beiden Aussagen c) und d) ist richtig.

[) Genau eine der beiden Aussagen d) und h) ist richtig. ¢

Kénnen Sie Tom helfen, die richtigen Aussagen herauszufinden?
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Beispiel: Logelei aus der Zeit el

A,B,...,L = entsprechende Aussage ist wahr

g) Genau eine der beiden Aussagen b) und e) ist richtig.
h) Genau eine der beiden Aussagen a) und d) ist richtig.
i) Genau eine der beiden Aussagen c) und h) ist richtig.
j) Genau eine der beiden Aussagen f) und i) ist richtig.
k) Genau eine der beiden Aussagen c) und d) ist richtig.
I) Genau eine der beiden Aussagen d) und h) ist richtig.

@ genau 3 korrekte Antworten
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Beispiel: Logelei aus der Zeit el

A,B,...,L = entsprechende Aussage ist wahr

g) Genau eine der beiden Aussagen b) und e) ist richtig.
G < BXORE

h) Genau eine der beiden Aussagen a) und d) ist richtig.

i) Genau eine der beiden Aussagen c) und h) ist richtig.

j) Genau eine der beiden Aussagen f) und i) ist richtig.

k) Genau eine der beiden Aussagen c) und d) ist richtig.

I) Genau eine der beiden Aussagen d) und h) ist richtig.

@ genau 3 korrekte Antworten
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Beispiel: Logelei aus der Zeit el

A,B,...,L = entsprechende Aussage ist wahr

g) Genau eine der beiden Aussagen b) und e) ist richtig.
G < BXORE

h) Genau eine der beiden Aussagen a) und d) ist richtig.
H <= AXOR D

i) Genau eine der beiden Aussagen c) und h) ist richtig.

j) Genau eine der beiden Aussagen f) und i) ist richtig.

k) Genau eine der beiden Aussagen c) und d) ist richtig.

I) Genau eine der beiden Aussagen d) und h) ist richtig.

@ genau 3 korrekte Antworten
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Beispiel: Logelei aus der Zeit el

A,B,...,L = entsprechende Aussage ist wahr

g) Genau eine der beiden Aussagen b) und e) ist richtig.
G < BXORE

h) Genau eine der beiden Aussagen a) und d) ist richtig.
H <= AXOR D

i) Genau eine der beiden Aussagen c) und h) ist richtig.
I <= C XOR H

j) Genau eine der beiden Aussagen f) und i) ist richtig.

k) Genau eine der beiden Aussagen c) und d) ist richtig.

I) Genau eine der beiden Aussagen d) und h) ist richtig.

@ genau 3 korrekte Antworten
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Beispiel: Logelei aus der Zeit el

A,B,...,L = entsprechende Aussage ist wahr

g) Genau eine der beiden Aussagen b) und e) ist richtig.
G < BXORE

h) Genau eine der beiden Aussagen a) und d) ist richtig.
H <= AXOR D

i) Genau eine der beiden Aussagen c) und h) ist richtig.
I < C XOR H

j) Genau eine der beiden Aussagen f) und i) ist richtig.
J < FXORI
k) Genau eine der beiden Aussagen c) und d) ist richtig.

I) Genau eine der beiden Aussagen d) und h) ist richtig.

@ genau 3 korrekte Antworten
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Beispiel: Logelei aus der Zeit

GOETHE, Q
ITAT

UN

AB,.

g)

..,L = entsprechende Aussage ist wahr

Genau eine der beiden Aussagen b) und e) ist richtig.

G <= B XOR FE

Genau eine der beiden Aussagen a) und d) ist richtig.

H <— A XOR D

Genau eine der beiden Aussagen c) und h) ist richtig.

I <— (C XOR H

Genau eine der beiden Aussagen f) und i) ist richtig.
J < FXORI

Genau eine der beiden Aussagen c) und d) ist richtig.

K <= C XOR D

Genau eine der beiden Aussagen d) und h) ist richtig.

genau 3 korrekte Antworten

M. Schmidt-SchauB - KILOG - SoSe 2021 - Aussagenlogik



Beispiel: Logelei aus der Zeit

GOETHE, Q
ITAT

UN

AB,.

g)

..,L = entsprechende Aussage ist wahr

Genau eine der beiden Aussagen b) und e) ist richtig.

G <= B XOR FE

Genau eine der beiden Aussagen a) und d) ist richtig.

H <— A XOR D

Genau eine der beiden Aussagen c) und h) ist richtig.

I <— (C XOR H
- AU AT

Genau eine der beiden Aussagen f) und i) ist richtig.
J <= F XOR [
A N

Genau eine der beiden Aussagen c) und d) ist richtig.

K <= C XOR D
A

Genau eine der beiden Aussagen d) und h) ist richtig.

L < DXORH

genau 3 korrekte Antworten
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Beispiel: Logelei aus der Zeit

GOETHE, Q

UN T

AB,.

g)

..,L = entsprechende Aussage ist wahr

Genau eine der beiden Aussagen b) und e) ist richtig.

G <= B XOR FE

Genau eine der beiden Aussagen a) und d) ist richtig.

H <— A XOR D

Genau eine der beiden Aussagen c) und h) ist richtig.

I <— (C XOR H

Genau eine der beiden Aussagen f) und i) ist richtig.
J < FXORI

Genau eine der beiden Aussagen c) und d) ist richtig.

K <= C XOR D

Genau eine der beiden Aussagen d) und h) ist richtig.

L <— D XOR H

genau 3 korrekte Antworten
ezactly(3,{A,B,C,D,E,F,G,H,I,J, K,L})
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Lésen mit DPLL o

L

Direkte Kodierung mit 1,...,12 statt A,... /3 ergibt:

*DPexamples> davisPutnam cwuermer
(-11,-10,-9,-7,-6,-5,-2,3,-12,-1,8,4] <\

D.h. 3,4,8 sind wahr = C,D,H sind wahr

c) Wolfswiirmer erndhren sich von Lammwiirmern.
d) Wolfswiirmer leben in der banesischen Tundra.
h) Genau eine der beiden Aussagen a) und d) ist richtig.
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Anwendungen

Sudoku-Losen mit DPLL cornus @)

Sudoku:

58 2 N
406 8 3 >
7
3|5 2 7.6
2 3|98
9 1 5
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Anwendungen

Sudoku-Lésen mit DPLL cornus @)
Sudoku:
7196|481 ]5|3]2
1/2(3|6|5|9]8|4]|7
508|432 7]6|9]1
41698121743
8l3|5]7]94]1]|2]6
21| 7)5|6[3]19|8]|4
9l4|1]2]7|5]3|6]8
3171819 (4(6})2]|1|5
6 | 5(2)1 |3 (84|79
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Anwendungen

Sudoku-Lésen mit DPLL cornus @)
Sudoku:
7196|481 ]5|3]2
1/2(3|6|5|9]8|4]|7
508|432 7]6|9]1
41698121743
8l3|5]7]94]1]|2]6
21| 7)5|6[3]19|8]|4
9l4|1]2]7|5]3|6]8
3171819 (4(6})2]|1|5
6 | 5(2)1 |3 (84|79
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Anwendungen

Sudoku-Lésen mit DPLL cornus @)
Sudoku: L
7lo9l6f4a|8|1]5([3]2
1|2(3]6|5|9|8|4]7
5084327691
4le6|lofls|1|2]7]4]|3
s83|5)7|9|4]l1|2]6
211 |75|6[3)J9|8|4] <«
9l4|1]2]|7ts5]3|6]s8
s{7|8]o|4afd]2]1]s
65|21 13|8]4a|7]9
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Anwendungen

Sudoku-Lésen mit DPLL cornus @)
Sudoku:
7196|481 ]5(|3]2
1/2(3|6|5|9]8|4]|7
508|432 7]6|9]1
41698121743
8l3|5]7]9]4]1]|2]6
2117156319 |8]|4
9l4|1]2]7|5]|3|6]8
3171819 (4(6)J2]|1|5
6 |5 (2113 (8J4|719
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Kodierung von Sudokus als Klauselmenge cornus @)

Jpdds

V' = Zahl die in der Zelle stehen kann in {1,...,9}

D.h. pro Zelle 9 Variablen, von den genau eine Wahr sein muss

@ Direkt Ganzzahlen als Variablennamen
J
o Negative Zahlen = negierte Variable i /x[tﬁzd/\
o Dreistellige Zahlen XYV € {111,112,...,999}
o X = Zeile - o
@ Y = Spalte
°
°
°

Insgesamt 729 Variablen
=
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Kodierung von Sudokus als Klauselmenge cornus @)

Eingabe: Sudoku (teilweise gefiillt)

Erzeuge Klauselmenge:

Klauselmenge = Startbelegung /~
U FelderEindeutigBelegt ~—
U ZeilenBedingung 3
U SpaltenBedingung
U QuadratBedingung .

Startbelegung:

@ Gegebene Zahlen werden auf wahr gesetzt:
Startbelegung: Wenn in Feld (z,y) die Zahl z steht:
Fiige 1-Klausel {zyz} hinzu
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Kodierung von Sudokus als Klauselmenge cornus @)

9 9
FelderEindeutigBelegt = A A ezactly_one({XY1,..., XY9})
X=1Y=1

9 9
ZeilenBedingung = A A at-most_one({X1V,..., X9V })
X=1V=1
9 9
SpaltenBedingung = A A at_most_one({1YV,... ,9YV})
Y=1V=1
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Kodierung von Sudokus als Klauselmenge (2) cornus @)

QuadratBedingung =

at_most_one({11V, 12V, 13V, 21V, 22V, 23V, 31V, 32V, 33V })A
at_most_one({14V, 15V, 16V, 24V, 25V, 26V, 34V, 35V, 36V })A
at_most_one({17V, 18V, 19V, 27V, 28V, 29V, 37V, 38V, 39V } A
9 at_most_one({41V, 42V, 43V, 51V, 52V, 53V, 61V, 62V, 63V })A
A at_most_one({44V, 45V, 46V, 54V, 55V, 56V, 64V, 65V, 66V })A
V=1 | at_most_one({47V, 48V, 49V, 57V, 58V, 59V, 67V, 68V, 69V A
at_most_one({71V, 72V, 73V, 81V, 82V, 83V, 91V, 92V, 93V } A
at_most_one({T4V, T5V, T6V, 84V, 85V, 86V, 94V, 95V, 96V })A
at_most_one({77V, 78V, 79V, 87V, 88V, 89V, 97V, 98V, 99V })
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Anwendungen

GOETHE,

Mogliche Anwendung: Produktkonfigurator / cornis @)
Auto-Konfigurator

“Die Produktkonfiguration beschreibt das Zusammensetzen eines
Produktes aus vorgegebenen Produktkomponenten (sogenannte
Selektion und Kombination) und die Selektion inhaltlicher
Auspriagungen der Komponenteneigenschaften (sogenannte
Parametrisierung) unter Einhaltung der Konfigurationsregeln.
Die Konfigurationsmoglichkeiten ergeben sich aus den
Selektions-, Kombinations- und Parametrisierungsmdglichkeiten
eines Produktes eingeschrankt durch die Konfigurationsregeln”
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Mogliche Anwendung: Produktkonfigurator / cornis @)
Auto-Konfigurator

Aussagenlogik und DPLL-Beweiser mit Modellausgabe kann
hilfreich sein:
Es gibt nur endlich viele Moglichkeiten:

o Farben —

@ Ja/nein Entscheidungen: Klimaanlage j/n: Ja /nein  —

o Liste von Varianten (zB Motoren) -
o Reeller Wert (zB PS-Zahl): kann diskretisiert werden. —
Schwieriger:

@ Preis Obergrenze: Durch Addieren der Komponentenpreise — 2
Mogliche Funktionen:

o Uberpfiifung der Konfigurationsregeln /TC/W—QQ‘-”

@ Ausgabe der moglichen Varinanten.

@ Testen des Systems, z.B bei Erweiterung / Anpassungen
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