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Modallogik (aussagenlogisch) v ik

Einfachste Variante:

Aussagenlogik und extra Operatoren auf Formeln:

0,0
O 0
A =
Immer gilt: Irgendwann gilt: | (temporal)
Es ist notwendigerweise: | Es ist moglich: | (modal)
Es ist geboten: Es ist erlaubt: (deontic)

Erweiterungen

e Simultan mehrere (auch parametrisierte) Operatoren
O4,0p,0c: A glaubt ..., B glaubt ..., C halt fiir méglich ...
o Pradikatenlogik mit Modaloperatoren
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Zur Formulierung und Reprasentation von Aussagen,
die uber die Aussagenlogik hinausgehen.
Meist ,,modale” Einschrankung.

»Bald wird es regnen”

»Moglicherweise ist die Erde eine Kugel” .

»lch weiB, dass es niemand gibt, der alles weil3 * .

»Es ist verboten, bei roter Ampel liber die Kreuzung zu fahren

( Es gibt auch modallogische Erweiterungen der Pradikatenlogik. )
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Logikformalismen: Beispiele und Motivation v, ik

philosophische Logik
untersucht u.a. Modallogik und Varianten

Fragestellung der philosophischen Logik:
Welche Reprasentation?
Welche Ableitungsverfahren?

sind richtig?
fiir welche Zwecke/Fragestellungen?

Z.B. ,, wenn es nicht regnet, dann Radfahren mdglich.”
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Logikformalismen: Modellierung der Zeit corrne B

Bemerkungen zu CTL*, CTL, LTL corrne B

Operatoren: ,,vorher®, ,nachher”, ,immer", ,manchmal* usw.
OF : F gilt immer in der Zukunft
OF : F gilt irgendwann in der Zukunft.

In dieser Modellierung sollte gelten:
O0OF «<— 0OF

lineare Zeit: deterministische Prozesse

Dann gilt: (OOF) = (O0F)

verzweigende Zeit: nicht-deterministische Prozesse:
gilt nicht mehr: (OOF) = (OOF)
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Logik des Erlaubten und Verbotenen
(Normative Logik, Deontic Logic)

Logik CTL* (computation tree logic):

ist Verallgemeinerung einer Modallogik zu verzweigender Zeit
mit Anwendung in Hardwareverifikation.

Spezialisierung: LTL: linear time logic.

Modallogik CTL

Welten Welten (Zusténde)
Erreichbarkeit (ndchste Welt) | Erreichbarkeits-Pfade
Es gibt keine Endwelt
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Logik des Wissens (epistemische Logik) v, ik

OF : F ist geboten; F' muss gelten; bzw. F' ist obligatorisch.

OF . I ist erlaubt.
In dieser Logik sollte gelten, dass obligatorisches auch erlaubt sein

sollte. D.h.
OF = OF
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OF : F ist bekannt.
OF : F ist glaubhaft.

bekannte Fakten sind richtig: D.h.
OF = F

Dieses Axiom ist falsch in einer Zeitlogik mit
0 = im nachsten Zustand
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Variante einer Logik des Wissens (autoepistemische L%%

Glauben an gewisse Fakten.
OF : F wird geglaubt.
OF . F ist moglich (—F wird nicht geglaubt).

Die Axiome dazu:

OF = ¢ = (OF = 0G) (Axiom K)
OF = U0F
~OF — O(-0F)

positive Introspektion
negative Introspektion

Modellierungsmoglichkeit: ,, nichtmonotone” Logik
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Aussagenlogische Modallogik v ik

parametrisierte Modaloperatoren corrne B

Syntax

Semantik

Folgerungen
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parametrisierte Modaloperatoren in einer Logik des Wissens mit
mehreren Akteuren:

F A weiB, dass F gilt

(—| F) A weiB, dass B nicht weiB, dass F' wahr ist.

Extremfall: dynamische Logik zur Programmuverifikation.
z.B. EF: nach (jeder) Ausfilhrung des Programms P gilt,
falls das Programm terminiert, die Formel F'.
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Syntax der aussagenlogischen Modallogik v, ik

Wie Aussagenlogik

Zwei Modal-Operatoren [ und §;
Zur Grammatik kommt hinzu:

F:=0F | OF (auch geschachtelt)

Beispiel ((0X) VY)

Achtung: O und ¢ sind nicht wahrheitsfunktional.
D.h. es gibt keine Wahrheitstafel fiir (1 und .
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Kripke-Semantik corrne B Semantik, Giiltigkeit corrne B

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Bei fester Kripkestruktur (W, R, I):

Modallogische Semantik: _
definiert man = bzgl dieser Kripkestruktur.

benostigt strukturierte Menge von

aussagenlogischen Interpretationen. Sei w € W
wE1
moglichen Welten Menge W w = 0
Erreichbarkeitsrelation R bindre Relation auf W wEA gdw. I(w)(A) fiir die Variable A
wkEFVGE gdw. w = F oder w = G
Kripke-Rahmen (Kripke-frame) Paar (W, R) wEFAG gdw. wiFundw =G
wkEF = G gdw. nicht (w | F) oder w =G
Kripke-Struktur Tripel (W, R, 1) wE -F gdw. nicht w E F
fir w € Wist I(w) eine w EOF gdw. Yo':w Rvw = w' EF
aussagenlogische Interpretation wE OF gdw. ' :w Rw' Aw' EF
M. Schmidt-SchauB - KILOG- SoSe 2018 - Modallogik 13/35 M. Schmidt-SchauB - KILOG- SoSe 2018 - Modallogik 14/35
Giiltigkeit einer Formel v ik Kripke-Struktur Beispiel v, ik

F giiltig in K = (W, R, I),falls fiir alle w € W: w |= F.
Notation: K | F.

R

F Tautologie, falls fir alle K = (W,R,I): K = F.

F erfiillbar, falls es ein K = (W, R, I) gibt mit: K |= F.

F giiltig im Formel ‘ wl w2 Formel ‘ wl w2

Kripke-Rahmen (W, R),  falls fiir alle I gilt: (W, R,I) |= F. A 10 A= 0410 1
0A 0 1 Cc =0C|1 1
OA 0 O O0A 1 1
oC 1 0 0o 0 1
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Semantische Folgerung, Deduktionstheorem ook Deduktionstheorem in Modallogik v ik

Es gibt (inhaltlich) verschiedene Formulierungen:

F ist semantische Folgerung (logische Konsequenz) e {Fy,...,F,} & F ist dquivalent zu
von {F1,..., F,}, FyA...\NF, — F is Tautologie.

falls fiir alle Kripke-Strukturen K gilt: o ) ]
(Gilt in der aussagenlogischen Modallogik)

Wenn K | {Fy,...,F,}, dann auch K = F. o {Fi,...,F,} F Fist dquivalent zu F1 A...AF,, = F'is
Notation: {Fy,..., F,} = F. Tautologie.

Beachte: das Kriterium fiir |= sind Kripkestrukturen, nicht Welten. S ) o
(Gilt nicht in der aussagenlogischen Modallogik mit

Standardherleitung.)
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Deduktionstheorem gilt nicht Beispiele fiir Aussagen v, ik
In der Modallogik gilt das Deduktionstheorem nicht:
Es gilt:
Wenn Fi A ... A F,, = F Tautologie,
dann gilt auch {Fy,...,Fp} E F Lemma Wenn F' eine Tautologie, dann ist auch [JF eine
Aber Umkehrung ist falsch: Tautologie.

00X |E 00X gilt immer:

Sei K Kripkestruktur mit K = 0 X. ] ] . F
7u w1 ex wy mit wg = X und zu ws ex ws mit wz = X Das entspricht einer oft verwendeten Deduktionsregel: oF
Also: K = 00X

0X = OOX ist keine Tautologie Aber F' = [F ist i.a. keine Tautologie.
Gegenbeispiel K besteht aus genau zwei Welten w1y, ws, mit

w1 R we, aber keine Relation R fiir wy, wobei wy = X, und

w9 ): X.

Dann gilt: wy = OX, aber es gibt keine Welt, die von w; aus in

zwei Schritten erreichbar ist. Also ist QOX falsch in wy.
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Beispiele fiir Aussagen corrne B
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Aquivalenzen und Nichtaquivalenzen corrne B

e [J0 bzgl einer Welt w bedeutet, dass es eine Sackgasse
ist:
von w aus ist keine Welt mehr erreichbar, denn in keiner
Interpretation ist 0 wahr.

e Wenn OO0 in einer Welt w wahr ist, dann bedeutet
das, dass man von w aus hochstens 2 R-Schritte machen

kann.

e [l ist immer eine Tautologie
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Modallogik: Folgerungssysteme .4

Alle aussagenlogischen Tautologien gelten und:

O(F AG) <~ OFAOG
O(FVG) — OFV{G
—-(OF) <— O(=F)

-(QF) <— [0O(-F)

OF = G = (OF = 0G)

Nicht dquivalenzen bzgl. aller Kripke-Strukturen (d.h. K) sind:

O(FAG) und OF AOG
OFVG) und OFVOG
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Modallogik: Folgerungssysteme .4

Priifung von Tautologien nicht ausreichend: Also braucht man:
Folgerungssystem fiir normale Modallogiken
Gegeben F = {Fi,..., F,}, dann sind herleitbar:

© Alle aus F aussagenlogisch herleitbaren Formeln.

@ Formeln, die durch Transformationen =0 F <= [O-F aus
Formeln aus F entstehen.

© Notwendigkeitseinfiihrung: Wenn F' € F, dann kann man OF
herleiten.

Q (Axiom K): Wenn O(F = @) € F, dann kann man
(OF = 0OG) herleiten.

© Beweis durch Widerspruch:
Wenn man aus F U {G} einen Widerspruch herleiten kann,
dann kann man —G aus F herleiten.

Fragen: korrekt?, vollstindig? Komplexitdt?
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Das obige Folgerungssystem erlaubt auch zu folgern
o Alle Tautologien der Modallogik K.
(Der Nachweis ist nicht ganz einfach..)

@ Zum Beispiel:
(OF) A (OGQ) <<= OF AG)
und
1.

@ Widerspriiche sind alle Negationen von Tautologien, z.B. auch:
Q0 als Negation von 1.
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Modallogik: Folgerungssysteme corrne B Modallogik: Folgerungssysteme corrne B

AAAAAAAAAAAAAA
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o Folgerungssysteme fiir andere Varianten der Modallogik:
@ Ist das Folgerungssystem vollstandig fiir K7

vl e Weitere bzw. andere Folgerungsregeln

@ jedenfalls reicht es aus, um z.B. die richtigen Folgerungen im Sz aneere feteine el K o, vt s ftore

Beispiel der drei Weisen zu ziehen: Hierzu gibt es viele Untersuchungen

Frage : welche Logik passt zu welcher Anwendung?
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Beispiel: Drei Weisen v ik Beispiel: Drei Weisen v, ik

RA: , A hat roten Punkt”, RB: , B hat roten Punkt”,
RC: , C hat roten Punkt".

Drei Weise sitzen sich gegeniiber, so dass jeder den anderen von Formeln:

vorne sieht. Jedem wird ein roter oder blauer Punkt auf die Stirn

gemalt. Mindestens einer der Punkte ist rot, was den Weisen RAVRBV RC

bekannt ist. Jeder sieht die Stirn der anderen aber nicht seine RA = (LRA) A (RA)
eigene. “RA = (BRA)A (ﬂRA)
Nach einer Zeit des Uberlegens sagt der erste Weise: ,, Ich weiB RB = (A|RB) A (RB)
nicht, welche Fafbe der Punkt auf meiner Stirn hat." —-RB — (EﬁRB) A (ﬁRB)
Nach weiterem Uberlegen sagt der zweite Weise: ,, Ich weiB auch RC = (A|RC)A (RC)
nicht, welche Farbe der Punkt auf meiner Stirn hat." -RC — (T—\RC) A (—\RC)
Kurz danach sagt der dritte Weise: ,, Jetzt weiB ich, welche Farbe —

der Punkt auf meiner Stirn hat". Aussagen

Wie kommt er zu dem Schluss und welche Farbe ist es?
—|RA (A kennt die Farbe seines Punktes nicht.)

—|RB (B kennt die Farbe seines Punktes nicht.)
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Beispiel: Herleitung zu und RC corrne B Modallogik: Rahmen-Axiome corrne B
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Beweis durch Widerspruch:
Annahme: “RB A ~RC. Aus Axiomen: ﬁRB und ﬁRC’.

Da auch ((RA V RBV RC)) gilt, folgt RA, Charakterisierung einer Logik durch Rahmenaxiome:
im Widerspruch zu —|RA.
Also gilt RBV RC. Man definiert Modallogikvarianten mittels Eigenschaften der

zuldssigen Kripke-Rahmen.
Insbesondere kann man jetzt herleiten: (RB V RC).

Das ist das gleiche wie (—|RC — RB).

Nachster Widerspruchsbeweis:
Angenommen —RC' gilt. Dann kann man herleiten: —|RC,

und damit RB, im Widerspruch zu ﬂRB.
Also ist RC' hergeleitet durch Widerspruch.

Damit gilt auch RC.

Meist sind das Eigenschaften der Erreichbarkeitsrelation.
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Modallogik: Rahmen-Axiome v ik Relations-Eigenschaften e
Name der Modallogikl Eigenschaft der Relation
(des Axioms) im Rahmen (W, R)
K R ist beliebig
T R ist reflexiv reflexiv Vw : R(w,w)
K4 R ist transitiv transitiv Ywi, we,ws : w1 R wy Awy R ws = w; R ws
S4 R ist reflexiv und transitiv symmetrisch  Vw, we : w1 R we = was R w;
B R ist reflexiv und symmetrisch seriell VwIw' : w R w'
S5 R ist reflexiv, transitiv und symmetrisch euklidisch Ywy, wa, w3 : w1 Rws Awy Rwz = (w2 R w3)
5 R ist euklidisch konfluent (falls R reflexiv und transitiv)
D R ist seriell (unbeschrénkt) Vwy, we, w3 : (w1 R w2 Awi R ws)
D4 R ist seriell und transitiv = (Jws: w2 R wy) Nws R wy
S4.2 R ist reflexiv, transitiv und konfluent
Grz R: jede unendliche R-Kette wy R wsy... hat nur
endliche viele w;.
Aussagenlogik es gibt genau eine Welt wg, und wg R wy gilt
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Abhangigkeiten zwischen den Logiken corrne B

Axiomenschemata
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Aussagenlogik

/ ™~
N
\

S5

T D4
D / K4
K /
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Axiomenschemata: Erlauterungen .4

epistemische und deontische Logiken

Name | Formel Erklarung

T OF = F Was ich weiss, das gilt

D OF = OF

UF = —-=F Wenn ich F' glaube, dann glaube ich

das Gegenteil nicht

4 OF — 0OO0F Wenn ich F' weiB3, dann weil} ich dass
ich F' weiB
(Positive Introspektion)

5 OF — OOF

-0F = O-0F

wenn ich F nicht weiB, dann weif3 ich
dass ich I nicht weiB.
(Negative Introspektion)

(Axiome sind teilweise umgeformt)
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Name (alt. N) Formel (Rahmenaxiom) Anwendung
K OF = G) = (OF = 0OG)
T (M) OF = F epistemisch
D OF — OF deontisch
4 UF = OUF Zeit; Wissen
B F = OOF
5 (E) OF = OOF Wissen
M (G) O0F = OOF
L (H, Lem0) O(AANOA) = B)V
O((BADOB) = A)
3 (H,H{ Lem) | O(0A = B)vO(OB = A)
2 (G) O0OF — OOF
G (W) OO0F = F) = OF
Dum O0O(F = OF) = F)
— (OOF = OF)
Grz OO(F = OF) = F) = F)
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