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1 Einleitung

1.1 Motivation und Zielsetzung

Funktionale Programmiersprachen weisen eine Reihe von Eigenschaften auf, die zur
modernen Softwareentwicklung benétigt werden: Zuverléssigkeit, Modularisierung,
Wiederverwendbarkeit und Verifizierbarkeit.

Als Basis der Semantik von funktionalen Programmiersprachen dient der A\-Kalkiil
(Barendregt, 1984). Er besteht aus einer Sprache, den so genannten A-Ausdriicken
und aus Regeln, die angeben, wie A-Ausdriicke transformiert werden konnen. Die
Folge einer Anwendung von Reduktionsregeln auf einen Ausdruck wird als Reduktion
oder Auswertung des Ausdrucks bezeichnet. Endet eine Folge von Reduktionen mit
einem Ausdruck, auf den keine Reduktionsregel mehr anwendbar ist, und besitzt
dieser Ausdruck eine bestimmte festgelegte Form, dann sagt man die Auswertung
terminiert. Der resultierende Ausdruck wird als Wert bezeichnet.

Funktionale Programme, deren Semantik auf dem \-Kalkiil basiert, koénnen als \-
Ausdriicke betrachtet werden. Die Art und Weise wie der Wert eines funktionalen
Programmes berechnet wird, ist dann durch die Reduktionsregeln des A-Kalkiils
bestimmt. Man bezeichnet den A-Kalkiil in diesem Fall als die Kernsprache der
funktionalen Programmiersprache.

Es existieren eine Vielzahl verschiedener Varianten von A-Kalkiilen, die sich in ih-
rem Sprachumfang, ihren Reduktionsregeln und ihren Auswertungsstrategien un-
terscheiden. Eine Klasse von Varianten des A-Kalkiils, die eine besondere Rele-
vanz als semantische Grundlage fiir funktionale Programmiersprachen besitzt, sind
die so genannten Lazy-A-Kalkiile, die auch A-Kalkiile mit Sharing oder \-Kalkiile
mit letrec-Konstrukt genannt werden (Abramsky, 1990; Ariola & Felleisen, 1997;
Schmidt-Schau$, 2003). Sie verfiigen iiber Sprachkonstrukte und entsprechende Re-
duktionsregeln, die eine effiziente Auswertung von Ausdriicken durch die geteilte
Nutzung gemeinsamer Unterausdriicke erlaubt.

Die Methode, die Semantik einer funktionalen Programmiersprache auf einer Vari-
ante des \-Kalkiils aufzubauen, hat den Vorteil, dass der zugrundeliegende Kalkiil
verwendet werden kann, um Aussagen dariiber zu treffen, wann ein Berechnungs-
schritt bei der Auswertung eines funktionalen Programms als korrekt zu bezeichnen
ist. Als theoretische Basis fiir solche Korrektheitsaussagen dient das Konzept der
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Gleichheit von Ausdriicken. Der Begriff der Gleichheit von Ausdriicken ist als Ver-
haltensgleichheit von Ausdriicken definiert: Zwei Ausdriicke s und ¢ sind gleich, wenn
in einem beliebigen Programm der Ausdruck s durch den Ausdruck ¢ ersetzt wer-
den kann, ohne dass sich etwas am Terminierungsverhalten des Programms &dndert.
In A-Kalkiilen bezeichnet man das umschlieBende Programm als Kontext und die
Gleichheitsrelation auf Ausdriicken als kontextuelle Aquivalenz. Die Gleichheitsre-
lation kann man auch folgendermaflen interpretieren:

Ausdriicke sind gleich, wenn man sie mit keinem Experiment unterschei-
den kann (Schmidt-Schauf}, 2006).

Das Experiment besteht aus der Einsetzung in einen Kontext (fiir alle moglichen
Kontexte) und der anschlieBenden Beobachtung des Terminierungsverhaltens, des
durch die Einsetzung entstandenen Programms.

Die so definierte Gleichheitsrelation ist eine Aquivalenzrelation auf Ausdriicken, die
verwendet wird um die Korrektheit von Programmtransformationen zu definieren.
Durch Programmtransformationen kénnen Ausdriicke zu anderen Ausdriicken um-
geformt werden. Fiir eine korrekte Programmtransformation gilt, dass der Ausdruck,
auf den die Transformation angewendet wird, kontextuell &quivalent ist zu dem Aus-
druck, der aus der Anwendung der Transformation resultiert. D.h. ein Ausdruck, der
durch eine korrekte Programmtransformation umgeformt wird, weist vor und nach
der Transformation das gleiche Terminierungsverhalten unter Einsetzung in einen
beliebigen Kontext auf.

Die Reduktionsregeln eines A-Kalkiils sind Programmtransformationen. Durch den
Begriff der Korrektheit von Programmtransformationen hat man eine Methode, um
fiir eine funktionale Programmiersprache, deren Semantik auf einem A-Kalkiil ba-
siert, Aussagen iiber die Korrektheit von Berechungsschritten in der funktionalen
Programmiersprache zu machen. Eine andere wichtige Anwendung des Konzepts
der Korrektheit von Programmtransformationen liegt im Bereich der Optimierung.
Ein ineffizientes Unterprogramm wird durch eine Transformation zu einem effizien-
ten Unterprogramm umgeformt. Wenn diese Transformation korrekt ist, dann wird
durch die kontextuelle Aquivalenz der beiden Unterprogramme sichergestellt, dass in
einem Programm das ineffiziente Unterprogramm an jeder Stelle durch seine trans-
formierte, effiziente Variante ersetzt werden kann.

Um die Korrektheit einer Programmtransformation, die einen Ausdruck s zu einem
Ausdruck ¢ umformt, zu beweisen, muss gezeigt werden, dass s und ¢ kontextuell
dquivalent sind. Dazu muss das Terminierungsverhalten von s eingesetzt in einen
beliebigen Kontext C' (geschrieben als C[s]) verglichen werden mit dem Terminie-
rungsverhalten von ¢ eingesetzt in den gleichen Kontext C. Dies kann man zeigen,
indem man annimmt, dass C|[s] ein Programm représentiert, das terminiert. D.h. es
gibt fiir C[s] eine Folge von Reduktionen, so dass die Auswertung mit einem Wert
anhéalt. Nun versucht man, induktiv {iber die Anzahl der Reduktionsschritte eine
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Folge von Reduktionen zu konstruieren, so dass das Programm C|t] unter dieser
Folge terminiert. Fiir den vollstéindigen Beweis der kontextuellen Aquivalenz von s
und ¢, muss noch analog gezeigt werden: Wenn C[t] ein terminierendes Programm
darstellt, dann ist auch C([s] ein terminierendes Programm. Die Konstruktion ei-
ner terminierenden Folge von Reduktionen wahrend der Induktion geschieht unter
der Verwendung von Diagrammen. Fiir die beiden Schritte im Korrektheitsbeweis!
werden verschiedene Arten von Diagrammen benétigt. Damit die Diagramme im
Beweis verwendbar sind, muss aulerdem ein bestimmtes Vollstandigkeits-Kriterium
erfiillt sein: Es wird eine Menge von Diagrammen benétigt, die alle Moglichkei-
ten der Konstruktion von terminierenden Reduktionsfolgen abdeckt. Die Erstellung
vollstandiger Mengen von Diagrammen erfolgt in den Arbeiten, die Korrektheit von
Programmtransformationen in A-Kalkuli mit Sharing untersuchen von Hand (Kutz-
ner, 2000; Schmidt-Schauf}, 2003; Sabel, 2003; Schmidt-Schauf}, Sabel, & Schuetz,
2007; Sabel, 2008). Dieses Vorgehen ist umsténdlich, fehleranfillig und variiert stark
im Grade der Ausfiihrlichkeit zwischen den einzelnen Arbeiten.

Huber (2000) stellt in seiner Diplomarbeit ein Programm vor, das fiir eine gegebene
Menge von Diagrammen anhand von Beispielausdriicken testet, ob die Menge der
Diagramme die geforderte Vollstandigkeits-Bedingung erfiillt. Dieses Vorgehen kann
durch die geschickte Erzeugung von Ausdriicken feststellen, ob in einer Menge von
Diagrammen, eines enthalten ist, das fiir die zu testenden Ausdriicke anwendbar ist.
Die Vollstandigkeit einer Menge von Diagrammen kann mit dieser Methode nicht
gezeigt werden.

In dieser Arbeit wird ein einfacher \-Kalkiil mit einem letrec-Konstrukt betrachtet,
der so genannte A'**-Kalkiil. Das Ziel, ist fiir diesen Kalkiil eine Methode zu ent-
wickeln, mit der eine vollstdndige Menge von Diagrammen berechnet werden kann,
die bei den Korrektheitsbeweisen von Programmtransformationen im A*-Kalkiil
verwendet werden.

1.2 Uberblick

Im Folgenden geben wir einen Uberblick iiber die weiteren Kapitel.

In Kapitel 2 wird der Al**-Kalkiil definiert. Der Kalkiil stellt eine Teilmenge des LR-
Kalkiils aus Schmidt-Schaufl et al. (2007) dar. Es werden die zentralen Konzepte der
Reduktion, eine standardisierte Form der Auswertung und der Begriff der kontex-
tuellen Aquivalenz aus Schmidt-Schaufl et al. (2007) angegeben. Anschliefend wird
beschrieben, wann Programmtransformationen als korrekt bezeichnet werden, und
welche Hilfsmittel fiir den Beweis der Korrektheit von Programmtransformationen
verwendet werden. Diese sind das Kontextlemma und vollstédndige Sétze von Gabel-

!Die Terminierung von C([s] impliziert die Terminierung von C[t] und die Terminierung von C[t]
impliziert die Terminierung von C[s].
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und Vertauschungsdiagrammen. Das Kapitel endet mit einer Skizzierung der Metho-
de zur Berechnung eines vollstdndigen Satzes von Gabeldiagrammen. Die Methode
basiert auf der Berechnung von Uberlappungen von Reduktionsregeln. Dazu miissen
Reduktionsregeln des A'“*-Kalkiils unifiziert werden.

Die folgenden vier Kapitel beschéftigen sich mit den Unifikationsmethoden, die zur
Unifikation von verschiedenen Konstrukten, die in A'~-Reduktionsregeln enthalten
sind, ben&tigt werden. Die Objekte auf denen A'“~-Reduktionsregeln operieren, wer-
den als Ausdriicke bezeichnet. In der Literatur wird die Theorie der Unifikation
(Baader & Snyder, 2001) allerdings im Rahmen von Termen und nicht beziiglich
Ausdriicken behandelt. In den Kapiteln 3, 4, 5 und 6 wird deshalb eine Signatur X'
definiert, mit deren Hilfe Konstrukte, die in A-Reduktionsregeln vorkommen, als
Terme iiber der Signatur X dargestellt und unifiziert werden kénnen.

Die Reduktionsregeln in A enthalten Variablen verschiedener Sorten. In Kapitel 3
werden Terme mit Sorten definiert und das Verfahren zur Unifikation von Termen
mit Sorten beschrieben.

Kapitel 4 befasst sich mit der Unifikation von Funktionssymbolen, deren Argumente
vertauschbar sind. Diese Unifikationsmethode wird benoétigt, da die Elemente von
letrec-Umgebungen in A" vertauschbar sind und diese Vertauschbarkeit bei der
Unifikation beriicksichtigt werden muss.

letrec-Umgebungen in A’-Reduktionsregeln enthalten in manchen Féllen ein Kon-
strukt, um Variablenketten beliebiger Linge darzustellen. Die Methoden, die zur
Unifikation von Variablenketten verwendet werden, sind in Kapitel 5 beschrieben.

Als letztes Konstrukt, das es bei der Unifikation zu beriicksichtigen gilt, enthalten
A**_Reduktionsregeln Kontextvariablen mit Sorten. Deren Unifikation erfolgt wie in
Kapitel 6 dargelegt.

In Kapitel 7 wird der Begriff der Uberlappung von Reduktionsregeln formal defi-
niert. Dazu geben wir zuerst die Definition der Signatur ¥, die zur Darstellung und
Unifikation von A*-Reduktionsregeln verwendet wird, zusammenfassend an. Dann
werden Reduktionsregeln fiir Terme iiber dieser Signatur und eine standardisierte
Form der Auswertung, analog zu den entsprechenden Definitionen des Al¢*-Kalkiils,
definiert. Die in Y definierte Normalordnungsreduktion stellt eine Einschrankung
der Normalordnungsreduktion aus A" dar. AbschlieBend beschreiben wir, wie alle
Uberlappungen fiir einen vollstindigen Satz von Gabeldiagrammen berechnet wer-
den konnen.

Das Kapitel 8 befasst sich mit der Implementierung, die im Rahmen dieser Arbeit
entstanden ist. Sie berechnet vollstandige Sétze von Gabeldiagrammen. Wir skizzie-
ren einige Datenstrukturen des Programms und geben Beispiele fiir die Arbeitsweise
der wichtigsten Funktionen. Anschlieend geben wir die vollsténdigen Sétze von Ga-
beldiagrammen an, die das Programm berechnet.
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Eine Zusammenfassung der Arbeit sowie ein Ausblick auf mogliche weitere Untersu-
chungen beziiglich des in der Arbeit behandelten Themas wird in Kapitel 9 gegeben.






2 Der A°_Kalkiil

Der A**-Kalkiil ist ein Lambda-Kalkiil, erweitert um ein letrec-Konstrukt. Der
Kalkiil ist eine Teilmenge des LR-Kalkiils aus (Schmidt-Schauf} et al., 2007) und
besteht aus der Sprache Lyi.:, Reduktionsregeln zur Transformation von Ausdriicken
der Sprache und einer standardisierten Form der Auswertung, der so genannten
Normalordnung. Im vorliegenden Kapitel werden diese Begriffe analog zu (Schmidt-
Schaufl et al., 2007) definiert. Ebenfalls auf diesem Artikel basierend, wird das zen-
trale Konzept der konteztuellen Aquivalenz von Ausdriicken definiert und davon
ausgehend wird festgelegt, wann Transformationen von Ausdriicken (so genannte
Programmtransformationen) als korrekt bezeichnet werden. Als wesentliche Hilfs-
mittel, um die Korrektheit von Programmtransformationen zu zeigen, dienen das
Kontextlemma und vollstindige Satze von Gabel- und Vertauschungsdiagrammen.
AbschlieBend wird informell besprochen, wie die Berechnung aller Uberlappungen
fiir Gabeldiagramme moglich ist.

2.1 Syntax

Definition 2.1.1. Sei X eine abzéhlbar unendliche Menge von Variablen. Die Syn-
tax der Sprache Lyt wird durch die Grammatik in Abbildung 2.1 definiert.

E:=V (Variable)
| (A\V.E) (Abstraktion)
| (Ey E2) (Applikation)
| (letrec {Vi = FE1,...,V, = E,} in F) (letrec-Ausdruck)

Abbildung 2.1. Syntax der Sprache L et

Die Nichtterminale V, V; erzeugen Variablen x,y, z, ... aus der Menge der Variablen
X. Die Nichtterminale E, F; erzeugen Ausdriicke. Fiir den letrec-Ausdruck gelten
folgende Bedingungen:

e Die Variablen V; sind paarweise verschiedene Variablen.

e Die Bindungen in letrec-Ausdriicken sind kommutativ (d.h. vertauschbar).
D.h. zwei letrec-Ausdriicke, die sich lediglich in der Reihenfolge der Bindun-
gen unterscheiden, sind syntaktisch dquivalent.
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e Das letrec-Konstrukt ist rekursiv, d.h. im Ausdruck (letrec {x; =
Ey,...,z, = E,} in F) sind die Variablen z,...,2, in E;..., E,, E ge-

bunden.
Mit z,2q,...,y,z bezeichnen wir Variablen aus der Menge X. Beliebige Aus-
driicke werden durch s,sq,...,t,u bezeichnet. Die einzelnen Elemente z; =

s; eines letrec-Ausdrucks nennen wir letrec-Bindungen und die Menge al-
ler letrec-Bindungen eines letrec-Ausdruckes letrec-Umgebung. Fiir einen
letrec-Ausdruck (letrec {z; = $1,...,2, = t,} in t) schreiben wir auch
(letrec {Env} int), wobei Env syntaktisch dquivalent ist zu zy = tq, ..., 2, = t,.
Die Notation {xg(i) = sh(i)}?:m wird verwendet fiir die Folge von letrec-Bindungen
Tg(m) = Sh(m)s Tg(m+1) = Sh(m41),--->Lg(n) = Sh(n) mit g,h : N — N. Eine sol-
che Folge von Bindungen wird Kette genannt. Die Bindung z4(,,) = Sp(m) wird als
Anfangsbindung, die Bindung z4¢,) = Sp(n) als Endbindung der Kette bezeichnet.
D.h. {z; = s;—1},, steht fiir die Kette :Bm = Sm—1,Tmil = Smy .-+, Ty = Sp_1 Mit
Anfangsbindung z,, = s,,—1 und Endbindung z,, = s,,_1.

Freie und gebundene Variablen von Ausdriicken werden auf die {ibliche Art und
Weise definiert (sieche beispielsweise Sabel (2003)). Abstraktionen und letrec-
Ausdriicke binden Variablen. Um bei der Reduktion von Ausdriicken das ungewollte
Einfithren von freien Variablen in Bindungsbereiche zu vermeiden, wird fiir Aus-
driicke angenommen, dass alle gebundenen Variablen verschiedene Namen besitzen,
die sich von den Namen der freien Variablen eines Ausdrucks unterscheiden. Reduk-
tionen fiihren bei Bedarf eine Umbenennung gebundener Variablen durch (was nur
notwendig ist fiir die Kopier-Regel (¢p), siehe Definition 2.3.1).

2.2 Kontexte

Kontexte sind Ausdriicke, die an einer bestimmten Stelle ein Loch [-] enthalten. Es
werden verschiedene Klassen von Kontexten definiert, die sich dadurch unterschei-
den, an welchen Positionen ein Loch zuléssig ist.

Definition 2.2.1. Die Klasse C der allgemeinen Kontexte ist durch folgende Gram-
matik definiert:

C =[]
Az.C)
L) [ (EC)
letrec {x; = Ey,...,z, = E,} inC)
letrec {ZL’l El, [N i Ei_l,xi = C,SL’H_l = EZ'+1, N En} in E)

| (
| (€
|«
| (

Fiir Kontexte aus der Klasse der allgemeinen Kontexte verwenden wir die Buchsta-
ben C, D. In einem allgemeinen Kontext darf das Loch an einer beliebigen Position
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in einem Ausdruck stehen, abgesehen von Positionen, an denen nur Variablen er-
laubt sind (beispielsweise ist A[-].t kein allgemeiner Kontext). Sei C' ein Kontext und
t ein Ausdruck, dann ist Ct] der Ausdruck, der sich ergibt, wenn das Loch in C
durch t ersetzt wird.

Wir definieren die Klasse der Oberflachenkontexte, die eine Einschrankung der Klas-
se der allgemeinen Kontexte darstellt: In einem Oberflichenkontext darf das Loch
nicht im Rumpf einer Abstraktion vorkommen.

Definition 2.2.2. Die Klasse S der Oberfiichenkontezte ist durch folgende Gram-
matik definiert:

S =[]

| (SE)|(ES)

| (letrec {zy =FE,...,z, = E,} in S)

| (letrec{z1 =F,...,z;1=F; 1,x; =8,241 = FEiy1,...,0, = FE,} in F)

Wir schreiben S fiir einen Kontext aus der Klasse der Oberflachenkontexte.

Eine weitere Kontextklasse ist die Klasse der Reduktionskontexte, die mit Hilfe einer
Unterklasse, der Klasse der schwachen Reduktionskontexte, definiert wird.

Definition 2.2.3. Die Klasse R~ der schwachen Reduktionskontexzte ist durch fol-
gende Grammatik definiert:

R™ =[]
| (R™E)
Die Klasse R der Reduktionskontezte ist definiert durch:
R =R~
| (letrec {Env} inR™)
| (letrec {z1 =R, 72 = Ry[1],..., 25 = R [rj1], Env} in R~ [5]),

wobei R™,R; Kontexte der Klasse der schwachen Reduktionskontexte sind.

Fir Kontexte aus der Klasse der schwachen Reduktionskontexte schreiben wir R~
und fiir Kontexte aus der Klasse der Reduktionskontexte R.

Sei t ein Ausdruck mit ¢ = R~[t;], dann nennen wir R~ mazimal fir t, wenn es
keinen grofleren schwachen Reduktionskontext R gibt, so dass t = Ry [to].

Sei t = RJ[t1] ein Ausdruck, so nennen wir R einen mazimalen Reduktionskontext fiir
t, wenn R

e cin maximaler schwacher Reduktionskontext R~ ist, oder

e von der Form (letrec {z; = s1,...,2, = $,} in R7) ist, wobei R~ ein
maximaler schwacher Reduktionskontext ist und fiir alle j gilt ¢; # x;, oder



2 Der At-Kalkiil

e von der Form (letrec {zy = Ri,z2 = Ryxi],....,0; =
Ri[xj1], Env} in R~[z;]) ist, wobei R; ein maximaler schwacher Re-
duktionskontext fiur Ry [t;] und die Anzahl j der Bindungen maximal

1st.

Beispiel 2.2.4. Fiir den Ausdruck ¢ = (letrec {x; = (A\y.y),xo = (21 22)} in z3)
ist der maximale Reduktionskontext (letrec {x; = [],22 = (z1 x2)} in z3). Re-
duktionskontexte fiir ¢, die nicht maximal sind, haben die Form (letrec {z; =

(A\y.y), xe = (1 x9)} in [-]) oder (letrec {z1 = (A\y.y),z2 = ([] x2)} in x9).

Eine Moglichkeit fiir einen Ausdruck ¢ = R[t;] den maximalen Reduktionskontext
zu bestimmen, ist durch den so genannten Unwind Algorithmus gegeben:

Definition 2.2.5 (Unwind). Es werden vier Markierungen verwendet, die tiber die
Struktur eines Ausdrucks geschoben werden: T, S,V,W. Die Markierung 7" kenn-
zeichnet den am weitesten oben stehenden Ausdruck. Soll fiir einen Ausdruck ¢ der
maximale Reduktionskontext bestimmt werden, dann startet der Algorithmus mit
. Unterausdriicke von ¢ werden mit S markiert. Unterausdriicke, die schon einmal
besucht wurden, werden durch V und W markiert. Die Markierung W wird fiir
Variablen an bestimmten Positionen verwendet und signalisiert, dass die markierte
Variable nicht durch eine ¢p-Reduktion (die in Definition 2.3.1 zu sehen ist) ersetzt
wird. Die Markierung S V T steht fiir einen entweder mit S oder T' gekennzeichne-
ten Ausdruck. Soll ein bereits mit V' oder W markierter Unterausdruck eine weitere
Markierung erhalten, stoppt Unwind mit einem Fehler, um Schleifen zu vermeiden.
Wenn keine Regel zum Verschieben von Markierungen mehr anwendbar ist, stoppt
Unwind, mit dem Resultat ¢t = R[t7"7], wobei R ein maximaler Reduktionskontext
fiir ¢ ist. Die Markierungen werden nach folgenden Regeln verschoben:

1. (letrec {Env} in s)T — (letrec {Env} in s%)V

2. (st)SVT — (s9t)V

3. (letrec {x = s, Env} in C[z°]) — (letrec {z = s°, Env} in C[z"])

4. (letrec {z = s,y = C[z°], Env} int) — (letrec {z = s°,y = C[z"], Env} in t)

wenn Clz] # x gilt
5. (letrec {z = s,y =12° Env} int) — (letrec {z =5 y=2" Env} int)

Der Markierungsalgorithmus steigt nicht in letrec-Ausdriicke hinab, die mit .S mar-
kiert sind.

Beispiel 2.2.6. Sei t = (letrec {x; = (A\y.y), 22 = (1 x2)} in x5) ein Ausdruck,
fiir den der maximale Reduktionskontext mit Unwind bestimmt werden soll. Der
Pfeil - gibt an, dass die Regel i des Algorithmus zum Verschieben einer Markierung

10
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verwendet wurde.

(letrec {z1 = (A\y.y), 2o = (21 22)} in z9)T
= (Letrec {z1 = (\.y), 22 = (21 22)} in a5)"
2 (letrec {71 = (\y.y), 22 = (71 2)°} in 2} )V
EN (letrec {xl = (M\.y), x2 = (27 22)V} in 2))V
= ( v)°

Ty = (2] 372)‘/} in x4 )V

Auf den markierten Ausdruck in der letzten Zeile ist keine Regel mehr anwend-
bar. Der maximale Reduktionskontext von t ist somit (letrec {z; = [],x2 =
(x1 x9)} in x9), entsprechend dem Beispiel 2.2.4.

2.3 Reduktionen

Definition 2.3.1 (Reduktionsregeln). Die Reduktionsregeln des A'*-Kalkiils sind in
Abbildung 2.2 zu sehen. Eine Reduktionsregel der Form

(name) a — b
ist zu lesen als: Ein Ausdruck der Form a kann durch einen Ausdruck der Form b
ersetzt werden durch Anwendung der Reduktionsregel mit der Bezeichnung (name).

Die Vereinigung der Regeln (llet-in) und (llet-e) wird als (llet), die Vereinigung der
Regeln (¢p-in) und (cp-e) als (¢p) und die Vereinigung der Regeln (lapp) und (llet)
als (lll) bezeichnet.

(llet-in) (letrec {Enwv.} in (letrec {Env,} in 5)°)
— (letrec {Env;, Envy} in s)
(llet-e) (letrec {Env;,z = (letrec {Envy} in 5)°} int)
— (letrec {Envy, Enve,x = s} int)
(cp-in) (letrec {z; = v° {z; = v, 1}, Env} in Clx)])
— (letrec {71 = v, {z; = x;_1} 5, Env} in C[v])
wenn v eine Abstraktion ist.

(cp-e) (letrec {x; = v° {z; = ;1 }", Env,y = C[z)]} in t)
— (letrec {z1 = v, {z; = ;1 }I"5, Env,y = C[v]} in t)
wenn v eine Abstraktion ist.

(lapp) C[((letrec {Env} in 5)° t)] — C[(letrec {Env} in (s t))]

(Ibeta) C[((Ar.5)° t)] — C[(letrec {z =t} in s)]

Abbildung 2.2. Reduktionsregeln des A**-Kalkiils.
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Wenn notwendig, notieren wir die verwendete Reduktionsregel oder auch den ver-
wendeten Kontext iiber dem Reduktionspfeil. So ist z.B. LI ine (llet-in)-

Reduktion in einem Reduktionskontext. Die transitive Hiille von Reduktionen be-
+
zeichnen wir mit 4+, die reflexiv-transitive Hiille mit . So ist beispielsweise 7, die

. . let
transitive Hiille von —.

Die Reduktionsregeln (cp-in) und (cp-e) kann man als Regelschemata verstehen, die
eine Menge von Regeln beschreiben: Fiir alle m die entsprechende Regel mit einer
Variablenkette {z; = x;_1 }!", der Lange m.

Die Reduktionsregeln des A'**-Kalkiils verwenden eine Meta-Notation: In den Re-
duktionsregeln symbolisieren die Buchstaben s, ¢ beliebige Ausdriicke, Env, Env;
steht fiir beliebige letrec-Umgebungen und v reprisentiert eine beliebige Abstrak-
tion. Auflerdem enthalten die Reduktionsregeln die Kontextvariable C', die einen
allgemeinen Kontext symbolisiert. Die jeweiligen Symbole kénnen wie Metavaria-
blen verstanden werden, fiir die Ausdriicke eines entsprechenden Typs eingesetzt
werden konnen. In spéteren Kapiteln werden wir schrittweise eine Abbildung de-
finieren, die Ausdriicke in Terme eines anderen Kalkiils iibersetzt. Dabei sind wir
vor allem an der Ubersetzung von linken Seiten von Reduktionsregeln interessiert.
Diese enthalten Metavariablen, die kein direkter Bestandteil der Sprache L.t sind.
Deswegen legen wir als Bezeichnung fest: Wenn wir in Zukunft von A'¢*-Ausdriicken
sprechen, dann meinen wir Ausdriicke der Sprache Lji: erweitert um die Meta-
Notation der Reduktionsregeln. Ist von der Ubersetzung von A’ die Rede, dann ist
die Ubersetzung von Ausdriicken der Sprache Ly erweitert um die Meta-Notation
der Reduktionsregeln gemeint.

2.4 Normalordnungsreduktion

Sei R ein maximaler Reduktionskontext fiir einen Ausdruck ¢ und ¢t = R[t']. Die Nor-
malordnungsreduktion wendet eine der Reduktionsregeln aus Definition 2.3.1 auf ¢
oder den Ausdruck direkt iiber ¢ an. Bevor wir die Normalordnungsreduktion for-
mal definieren, betrachten wir, wie sie mit Hilfe des Unwind Algorithmus formuliert
werden kann.

Sei t ein Ausdruck. Eine Ein-Schritt Normalordnungsreduktion — ist so definiert,
dass zuerst der Unwind Algorithmus (aus Definition 2.2.5) auf ¢ angewendet wird.
Terminiert dieser erfolgreich, dann wird, wenn moglich, eine der Reduktionen aus
Definition 2.3.1 angewendet, wobei die Markierungen S und V' der Regeln den Mar-
kierungen von t entsprechen miissen.

Beispiel 2.4.1. Wir reduzieren einen Ausdruck ¢ in Normalordnung. In jedem Aus-
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2.4 Normalordnungsreduktion

druck sind die Markierungen, die durch Unwind gesetzt werden, mit angegeben.

Nyy)¥ an =y w3 = (v (A2.2))"} in )

Ay-y), o = w1, 203 = ((Ay-y)* (\2.2))"} in ay)

letrec {z; = (\y.y)
(Ay-y)

letrec {z1 = (\y.y), 2o = 71,23 = (letrec {y = (A\z.2)} in y)°} in 2¥)
(Ay-y)
(Ay-y)

-€e

i

letrec {z; =

|

n,llet-in v

Ay.y), o = w23 =y y = (A\2.2)%} in ay)
A\y.y), xo = 21,03 = ¥,y = (A2.2)} in (A2.2)°)V

i

letrec {z; =

ncp n

(
(
n,lbeta (
(
—

letrec {z; =

Auf den letzten Ausdruck ist keine Normalordnungsreduktion mehr anwendbar.

Definition 2.4.2 (Normalordnungsreduktion). Sei ¢ ein Ausdruck und R ein maxi-
maler Reduktionskontext, so dass ¢t = R[t'] fiir einen Ausdruck #. Die Normalord-
nungsreduktion — ist durch einen der folgenden Fille definiert:

1. t' ist ein letrec-Ausdruck und R ist nicht trivial (d.h. nicht gleich [-]). Sei Ry
ein Reduktionskontext, so kénnen folgende Fille auftreten:
a) R = Ry[([] s)]. Dann reduziere (¢’ s) mit der Regel (lapp).
b) R = (letrec Env in [-]). Dann reduziere ¢ mit der Regel (llet-in).
c) R = (letrec {z = ||, Env} in t”). Dann reduziere ¢t mit der Regel
(llet-e).
2. t" ist eine Abstraktion. R, ist Reduktionskontext und R, ist schwacher Re-
duktionskontext. Es konnen folgende Fille auftreten:

a) R = Ro[([] s)]. Dann reduziere (¢ s) mit der Regel (lbeta).

b) R = (letrec {z; =[], {x; = z;-1} 5, Env} in R [z,]). Dann reduziere
t mit der Regel (¢p-in), so dass Ry [x,] durch Ry [t'] ersetzt wird.
d) R = (letrec {z; = [|,{zi = zi1}ly, Env,y = Ry [(z, $)|} in t"),

wobei y in einem Reduktionskontext ist. Dann reduziere ¢ mit der Regel
(cp-e), so dass Ry [(z, s)] durch Ry [(t' s)] ersetzt wird.

Der Normalordnungsredez ist der gesamte Unterausdruck, auf den die entsprechende
Reduktionsregel angewendet wird.

Der Begriff Normalordnungsreduktion wird abgekiirzt als no-Reduktion. Eine Re-
duktionsfolge t — - - - — t,, ist eine Folge von Reduktionen des A**-Kalkiils. Besteht
die Reduktionsfolge ausgehend von t ausschliefSlich aus Normalordnungsreduktionen,
wird sie als no-Reduktionsfolge von t bezeichnet.

Korollar 2.4.3. Fiir alle Ausdriicke t gilt: Wenn t einen Normalordnungsredex be-
sitzt, dann ist dieser eindeutig.

Wir sind hauptséchlich an Folgen von Normalordnungsreduktionen interessiert £>,
die mit Ausdriicken enden, die nicht mehr weiter reduzierbar sind.
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Definition 2.4.4 (WHNF). Ein Ausdruck ¢ ist eine schwache Kopfnormalform
(WHNF!), wenn

e { eine Abstraktion ist, oder

e ¢ von der Form ¢t = (letrec {Env} in v) und v eine Abstraktion ist.

Der letzte Ausdruck in Beispiel 2.4.1 ist eine WHNEF, da er der zweiten Form aus
obiger Definition entspricht.

Definition 2.4.5. Man sagt ein Ausdruck t terminiert, geschrieben als ¢}, gdw.
eine no-Reduktionsfolge ausgehend von ¢ zu einer WHNF existiert. Sonst sagt man
t divergiert und schreibt tf).

2.5 Kontextuelle Aquivalenz

Die Grundlage der Semantik des Alet-ﬂKalkiﬂs ist die Gleichheit von Ausdriicken, die
durch den Begriff der kontextuellen Aquivalenz definiert wird.

Definition 2.5.1 (Kontextuelle Aquivalenz). Die Kontextuelle Quasiordnung <c
auf Ausdriicken s, t ist definiert durch

s <¢t, gdw.VC[|: Cls[|} = C[t]Y,

und die Konteztuelle Aquivalenz ~¢ fiir Ausdriicke s, t ist definiert durch

s~ot, gdw. s <gt Nt <.s.

Unter der Kontextuellen Aquivalenz werden zwei Ausdriicke als gleich angeschen,
wenn ihr Terminierungsverhalten unter Einsetzung in beliebige Kontexte gleich ist.

Die Relation <¢ ist eine Quasiordnung auf Ausdriicken (d.h. sie ist reflexiv und
transitiv) und die Relation ~¢ ist eine Aquivalenzrelation auf Ausdriicken (d.h. sie
ist reflexiv, transitiv und symmetrisch). Aulerdem sind beide Relationen stabil unter
Einsetzung in Kontexte.

Proposition 2.5.2. Die Relation < ist eine Quasikongruenz, d.h. fiir alle Kontexte
Cgilt s <.t = Cls] <. C[t]. Die Relation ~¢ ist eine Kongruenz, d.h. fiir alle
Kontexte C' gilt s ~. t = Cls] ~. C]t].

Beweis. Siehe (Schmidt-Schauf}; 2003), Proposition 6.6. [

Um fiir zwei Ausdriicke s und ¢ eine Aussage iiber ihre Kontextuelle Aquivalenz
zu treffen, muss ihr Terminierungsverhalten unter Einsetzung in (alle) Kontexte C'

L'WHNTF ist die Abkiirzung des englischen Begriffs weak head normalform.
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betrachtet werden. Die Kontexte sind dabei aus der Klasse der allgemeinen Kontexte.
Folgendes Lemma zeigt, dass eine Betrachtung aller Kontexte R aus der kleineren
Klasse der Reduktionskontexte ausreichend ist, um die Kontextuelle Aquivalenz von
zwei Ausdriicken zu zeigen.

Lemma 2.5.3 (Kontextlemma). Seien s und ¢ Ausdriicke. Wenn fiir alle Re-
duktionskontexte R gilt: R[s]} = R[t]{}, dann gilt auch fiir alle Kontexte C:
Clsll = C[t])-

Beweis. Siehe (Schmidt-Schauf} et al., 2007), Lemma A.1. O

Definition 2.5.4 (Korrekte Programmtransformation). Eine Programmtransforma-
tion T ist eine binire Relation auf Ausdriicken.

Eine Programmtransformation 7T ist korrekt, wenn fiir zwei Ausdriicke s, gilt:

sTt=s~¢ct.

Die Reduktionsregeln des A'**-Kalkiils sind Programmtransformationen im Sinne der
Definition 2.5.4.

Fiir manche Reduktionsregeln ist die Korrektheit einfach zu zeigen.

Proposition 2.5.5. Die Reduktionsregeln lbeta und lapp sind korrekte Programm-
transformationen. D.h. es gilt s = t = s ~¢ t fiir a € {lbeta, lapp}.

Beweis. BEs sei s % t, a € {lbeta,lapp} gegeben. Nach dem Kontextlemma reicht
es zu zeigen, dass R[s|{| < R[t]{ fiir alle Reduktionskontexte R gilt. Nach der
Struktur von Reduktionskontexten kann eine a € {lbeta, lapp} Reduktion in einem
Reduktionskontext nur eine no-Reduktion sein, d.h. R[s] =% R[t]. Da die Normal-
ordnungsreduktion nach Korollar 2.4.3 eindeutig ist, folgt R[s|{} < R[t]{}. Durch
Anwendung des Kontextlemmas folgt die Aussage des Lemmas. [

Um generell die Korrektheit einer Programmtransformation s — ¢ zu zeigen, muss
s 5t = s ~¢ t gezeigt werden, was nach Definition 2.5.1 und dem Kontextlemma
gleichbedeutend ist mit s = ¢t = R[s||l < R[t]|}. Zum Beweis der Korrektheit der
Programmtransformation a wird angenommen, dass s — t und R[s]{} (bzw. R[t]{})
gelte. D.h. fiir R[s] (R[t]) existiert eine no-Reduktionsfolge, die mit einem Ausdruck
s’ in WHNF terminiert. Ausgehend von dieser no-Reduktionsfolge und von s = ¢
wird induktiv eine terminierende Reduktionsfolge fiir R[t] (R[s]) konstruiert. Das
wesentliche Hilfsmittel zu diesem Vorgehen sind Diagramme, die die Konstruktion
von terminierenden Reduktionsfolgen wéhrend der Induktion ermdoglichen.

15



2 Der At-Kalkiil

2.6 Vertauschungs- und Gabeldiagramme

Notation 2.6.1. Reduktionen, die keine no-Reduktionen sind, werden interne Re-

duktionen genannt und mit — bezeichnet. Findet eine interne Reduktion in einem
bestimmten Kontext statt, schreiben wir den Kontext mit an den Pfeil, beispiels-

weise — fiir eine interne Reduktion in einem allgemeinen Kontext.

Interne Reduktionen sind von besonderem Interesse, weil fiir eine no-Reduktion
s 2% ¢t gilt R[s] % R[t] fiir alle Reduktionskontexte R und, da die no-Reduktion
eindeutig ist, (Korollar 2.4.3) haben wir R[s]{} < R][t]{}. Dies gilt fiir interne Reduk-
tionen i.A. nicht (auBer fiir (R, lbeta) und (iR, lapp) wie wir in Proposition 2.5.5
gesehen haben).

Definition 2.6.2. Eine Transformation auf Reduktionsfolgen hat die Form

iX,red n,ay n,ag n,by n,bm i X, redy iX,redp
—_— s . — s — . .%.%._...—n

wobei red eine A'’-Reduktion aus Definition 2.3.1 ist und iX € {iC,iS,iR}.

Eine Transformation

iX,red n,ay n,ag n,by n,bm iX,redy iX,redp

ist anwendbar auf den Prifix einer Reduktionsfolge RED

i X,red n,a1 n,ak

t1—>t2...tk t

wenn Ausdriicke y1, ... Ym, 21, - - . 2p_1 existieren, so dass

n,by n,bm i X, redy iX,redp
S ——= Y1 -Ym—1 Um, 21 ...2p-1 —

gilt. Die Transformation besteht aus dem Ersetzen des Prifixes mit dem Resultat:

n,by n,b
P A

m— m

iX,redy iX,redp

—)t’

" 7

wobei die Ausdriicke ;, 7 durch die entsprechenden b;-, red;-Reduktionen entstehen.
Definition 2.6.3 (Vollstidndiger Satz von Vertauschungsdiagrammen). Zur Reduk-
tion X% ist ein vollstéandiger Satz von Vertauschungsdiagrammen gegeben durch
eine Menge von Transformationen auf Reduktionsfolgen der Form

i X,red n,aq n,a n,by n,bm 1 X,redy iX,red;,

mit k, k' > 0,m > 1, so dass fiir jede Reduktionsfolge ¢ Xored, t & ... 5 ¢, wobei
t; eine WHNF ist, mindestens eine der Transformationsregeln auf einen Préfix der

Reduktionsfolge anwendbar ist.

Fir den Fall [ = 1 muss ¢ X ored, t; so aussehen, dass ty keine WHNF und ¢; eine
WHNF ist.
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Zur Vereinfachung der Notation werden Vertauschungsdiagramme in Diagrammform
. . . . .S, ) )
dargestellt. Beispielsweise wird das Vertauschungsdiagramm ofe L me L Y

iS,llet . .
- —— reprasentiert durch

iS,llet
L oer

n,a n,a‘/
YV iS,llet
>

wobei die durchgezogenen Pfeile die gegebenen Reduktionen der linken Seite der
Transformationsregeln und die gestrichelten Pfeile die existierenden Reduktionen der
rechten Seite der Transformationsregel darstellen. Eine Variable a fiir den Namen
einer Reduktionsregel, die mehrmals in einem Diagramm vorkommt, symbolisiert
iiberall die gleiche Reduktionsregel.

+
Anstatt einer Reduktion < kann in einem Diagramm auch die transitive Hiille <—
(bzw. die reflexiv-transitive Hiille) einer Reduktion stehen.

Definition 2.6.4 (Vollstéandiger Satz von Gabeldiagrammen). Zur Reduktion iXored

ist ein vollstdndiger Satz von Gabeldiagrammen gegeben durch eine Menge von
Transformationen auf Reduktionsfolgen der Form

n,ay n,a iX,red iX,redy 1.X,red;, n,by n,bm
«— . L — PUNY — e L e s e —— e e e——

mit k, k' > 0,m > 1, so dass fiir jede Reduktionsfolge #; <~ ...ty <= t; Xored,

[ > 1, wobei t; eine WHNF ist, mindestens eine der Transformationsregeln auf einen
Suffix der Reduktionsfolge anwendbar ist.

Fir den Fall [ = 1 muss t; Xored, to so aussehen, dass t; eine WHNF und t; keine
WHNPF ist.

Fiir Gabeldiagramme verwenden wir ebenfalls eine vereinfachte Schreibweise. Bei-

. . . . n,a iS,llet iS,llet n,a . .
spielsweise wird das Gabeldiagramm «— - —— ~» —/— . < représentiert

durch
iS,llet
L omet

n,at n,a
iS,llet ¥
L

In den meisten Féllen konnen dieselben Diagramme fiir eine vollstindige Menge
von Gabel- und eine vollstéindige Menge von Vertauschungsdiagrammen verwendet
werden. Mit dem Unterschied, an welcher Seite sich die existensquantifizierten Re-
duktionen befinden (siehe Sabel (2008), S. 113.) Aus diesem Grund ist es meistens
ausreichend, sich bei der Erstellung eines vollstiandigen Diagrammsatzes entweder
auf Gabel- oder Vertauschungsdiagramme zu konzentrieren. Der jeweils andere Satz
kann dann durch Riickgriff auf den bereits vorhanden Satz gewonnen werden. In
dieser Arbeit konzentrieren wir uns auf Gabeldiagramme.
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2.6.1 Berechnung von Uberlappungen fiir Gabeldiagramme

Um die Vollsténdigkeit eines Satzes von Gabeldiagrammen fiir eine interne Reduk-
. . .. n,a iS,red 2 . .
tion red zu zeigen, miissen alle Gabelungen der Form «— - ——— * wobei a eine
beliebige no-Reduktion ist, betrachtet werden. Dazu miissen alle Uberlappungen
zwischen der no-Reduktion a und red bestimmt werden. Informell definieren wir
Uberlappungen folgendermaBen: Die Ausdriicke s, diberlappen in einem Ausdruck
u, wenn s und t beides Unterausdriicke von w sind (d.h. sie kommen in u vor).
Zwei Reduktionen a,b iiberlappen in u, wenn s ein a-Redex ist und ¢ ein b-Redex
und beide Redexe im Ausdruck v vorkommen.? Wenn alle méglichen Uberlappungen
zwischen einer no-Reduktion a und einer internen Reduktion red bestimmt werden
sollen, kann man sich aufgrund der Struktur von Reduktionskontexten und der Nor-
malordnungsreduktion darauf beschrinken, alle Positionen in a zu bestimmen, an
denen ein red-Redex vorkommen kann. (Da a eine no-Reduktion ist, ist die Struk-
tur des (n, a)-Redexes s festgelegt auf R|[s|, wobei R ein Reduktionskontext ist. Der
(1S, red)-Redex t kann dann in R oder in s vorkommen.) Sind alle Uberlappungen
zwischen den (n,a)-Reduktionen und der internen Reduktion red bestimmt, dann
miissen die Gabeln noch geschlossen werden. Dabei muss unter anderem {iiberlegt
werden, ob die Reduktion des internen Redexes den betrachteten no-Redex in einem
Reduktionskontext belisst. Wir geben ein Beispiel, welche Uberlegungen beziiglich
Gabeldiagrammen angestellt werden miissen (fiir eine bestimmte no-Reduktion a,
nicht fiir einen vollstandigen Satz).

Beispiel 2.6.5. Wir  betrachten als interne Reduktion eine Ilet-in-
Reduktion und als no-Reduktion eine lapp-Reduktion, deren Redex die Form

R[((letrec {Env} in s) t)] hat. D.h. die Gabelung hat die Form niapp | febin,
Die Positionen, an denen der interne llet-in-Redex im no-Redex vorkommen kann,
sind: In R, Env, s oder t oder der interne Redex kann mit dem letrec-Ausdruck
des no-Redexes iiberlappen: R[((letrec {Env} in (letrec {Env'} in §')) t)].

Fiir die ersten vier Fille konnen die zugehorigen Gabeldiagramme jeweils durch
iS,llet-in n,lapp

geschlossen werden, da die Reduktion des internen Redexes keinen
Einfluss auf den no-Redex hat, d.h. eine Reduktion des internen Redexes belésst
den no-Redex in einem Reduktionskontext und somit bleibt dieser no-reduzierbar.
Ebenso wenig wird der interne Redex durch die Reduktion des no-Redex beeinflusst.

2Nach dem Kontextlemma ist es eigentlich ausreichend, interne Reduktionen in Reduktionskon-
texten zu betrachten. Zum Schliefen von Diagrammen ist es aber in manchen Fillen notwendig,
interne Reduktionen in den etwas allgemeineren Oberflichenkontexten zu betrachten.

3Eine formale Definition ist an dieser Stelle schwierig, weil Begriffe wie Substitution und Positio-
nen eines Ausdrucks nicht zur Verfiigung stehen. Eine formale Definition des Uberlappungsbe-
griffs wird in Kapitel 7 gegeben.

18



2.6 Vertauschungs- und Gabeldiagramme

Fiir diese Fille ergibt sich folgendes Gabeldiagramm:
1S, llet-in

n,lappl n lappE
1.9, llet- mV

Fiir den letzten Fall kann das Diagramm folgendermaflen geschlossen werden:

R[((letrec {Env} in (letrec {Env'} in ¢')) t)]

R[((letrec {Env, Env'} in &) t)]

U Rl((Letrec {Env, Env'} in (s' 1))]

RGN (letrec {Env, Env'} in R[(s" t)])
R[((letrec {Env} in (letrec {Env'} in §')) t
R[(letrec {Env} in ((letrec {Env'} in s') ¢
——— (letrec {Env} in R[((letrec {Env'} in §') t

mlapp, ——— (letrec {Env} in R[(letrec {Env'} in (s 1)
( )
—

iS,llet-in
_—

n,lapp
e

n >

M, (1etrec {Env} in (letrec {Env'} in R|(s' t

n let-in

letrec {Env, Env'} in R[(s' t)])]

Das zugehorige Gabeldiagramm ist

1S, llet-in

(mun*t|
o

Zum Schliefen des Diagramms wird hier die Tatsache verwendet, dass letrec-
Ausdriicke in einem Reduktionskontext durch wiederholte Anwendung von (n, lll)-
Reduktionen an die oberste Position gebracht werden konnen.

Lemma 2.6.6. Sei t = (letrec {Env} in t’) ein Ausdruck und R ein Reduktions-
kontext.

1. Ist R von der Form R = (letrec {Env'} in R’'), wobei R’ ein schwa-

n +

cher Reduktionskontext ist, dann gilt R[(letrec {Env} in t')] L7,
(letrec {Env', Env} in R'[t]).

2. Ist R von der Form R = (letrec {Env',z = R'} in r), wobei R’ ein

n +
schwacher Reduktionskontext ist, dann gilt R[(letrec {Env} in t')] AN

(letrec {Env',Env,x = R'[t']} in r), wobei (letrec {Env',Env,xz =
R'[-]} in r) ein Reduktionskontext ist.
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2 Der At-Kalkiil

3. Ist R kein letrec-Ausdruck, d.h. ein schwacher Reduktionskontext, dann
gilt R[(letrec {Env} in t')] VAN (letrec {Env} in R[t']), wobei

(letrec {Env} in RJ[-|) ein Reduktionskontext ist.

Beweis. Siehe (Schmidt-SchauB et al., 2007), Lemma 2.5. O

Das Diagramm fiir die Uberlappung R[((letrec {Env} in (letrec {Env'} in s')) t)]
kann aber noch auf eine andere Weise geschlossen werden:

| | R[((letrec {Env} in (letrec {Env'} in §')) t)]
i lletin R[((letrec {Env, Env'} in §') t)]
molapp, R[((letrec {Env, Env'} in (s’ t))]
R[((letrec {Env} in (letrec {Env'} in §')) t)]
| molapp, R[(letrec {Env} in ((letrec {Env'} in &) t))]
LS. lapp R[(letrec {Env} in (letrec {Env'} in (s’ t)))]
5hm Betrin, R[(letrec {Env, Env'} in (s’ t))]

Die beiden letzten Reduktionen sind no-Reduktionen falls R = [-], sonst sind es
interne Reduktionen. Die entsprechenden Gabeldiagramme sind

1S, llet-in 1S, llet-in

— — (2.2)
n,lappl n,lappg (n,lll)*t l
5 S omla
(@S, V ¥ P
R -

Man hat die Wahl, das Diagramm (2.1) oder die beiden Diagramme (2.2) in einen

Satz vollstiandiger Gabeldiagramme aufzunehmen. Beide Diagramme sind auf den

n,a n,lapp 1S, llet-in

Suffix aller Transformationsfolgen der Form ... «— - anwendbar.

Um einen vollstandigen Satz von Gabeldiagrammen fiir die interne [let-in-Reduktion
zu erhalten, muss das Vorgehen aus Beispiel 2.6.5 fiir alle weiteren no-Reduktionen
wiederholt werden, was zu einer komplizierten Fallunterscheidung fiihrt.

Satze vollstandiger Diagramme werden in einer Vielzahl von Arbeiten zum Be-
weis der Korrektheit von Programmtransformationen verwendet. (Kutzner, 2000;
Schmidt-Schauf, 2003; Sabel, 2003; Schmidt-Schaufl et al., 2007; Sabel, 2008). Die
Argumentation, dass es sich bei einer Menge von Gabel- oder Vertauschungsdia-
grammen um einen vollstidndigen Satz von Diagrammen handelt, basiert in diesen
Arbeiten auf Fallanalysen und wird durch typische Beispiele (wie in Beispiel 2.6.5
zu sehen) illustriert. Die Vollstdndigkeitsbeweise variieren stark in ihrer Ausfiihr-
lichkeit und Abstraktion: Von sehr ausfiihrlich, wie beispielsweise in Sabel (2003),
bis sehr knapp, bzw. ohne Beweis der Vollstdndigkeit etwa in Schmidt-Schauf et
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2.6 Vertauschungs- und Gabeldiagramme

al. (2007). Das generelle Problem der Validierung eines vollsténdigen Satzes von
Gabeldiagrammen von Hand ist, dass im Prinzip alle Uberlappungen zwischen ei-
ner internen Reduktion und allen moglichen no-Reduktionen beriicksichtigt werden
miissen. Dies funktioniert nicht, da es unendlich viele Uberlappungen gibt, weil der
interne Redex beliebig tief in einem Oberflichenkontext stehen kann. Aus diesem
Grund beschrankt man sich bei der Fallunterscheidung auf typische Fille, was dazu
fithren kann, dass andere vorkommende Fille iibersehen werden.

In dieser Arbeit wird anhand des A**-Kalkiils untersucht, ob eine Berechnung von
vollsténdigen Sétzen von Gabeldiagrammen moglich ist. Fiir die Berechnung eines

Gabeldiagramms zu einer internen Reduktion red miissen zunéchst alle Gabelungen

n,a iS,red ... . . .. -
«—— . —— fiir alle no-Reduktionen a bestimmt werden. Dazu miissen alle Uber-

lappungen zwischen der no-Reduktion a und der internen Reduktion red berechnet
werden. Wie wir in Beispiel 2.6.5 gesehen haben, sind manche Uberlappungen ein-
facher zu schlieffen als andere: Die Fille, in denen die interne [let-in-Reduktion
innerhalb einer Meta- oder Kontextvariablen der no-Reduktion auftaucht, sind alle
durch das gleiche einfache Gabeldiagramm schlieSbar. Der Grund hierfiir ist, dass
in solchen Féllen die Reduktion eines Redex nicht mit der Reduktion des anderen
Redex interferiert. Auflerdem verbleibt der no-Redex durch die Reduktion des inter-
nen Redex in einem Reduktionskontext. Solche Fille, bei denen der interne Redex
innerhalb einer Metavariablen oder einer Kontextvariablen des no-Redex auftaucht,
werden als Schachtelung (und nicht als Uberlappung) von Reduktionen bezeichnet.

Lemma 2.6.7. Fiir alle no-Reduktionen a und alle Reduktionen red gilt: Wenn sich

die Gabelung <=~ . 5red, Jurch eine Schachtelung der no-Reduktionen a mit der

internen Reduktion red ergibt, dann kann das Diagramm geschlossen werden durch

iS,red n,a
—— - «— oder

no,red n,a
. <—
Beweis. Die Reduktionen der beiden Redexe interferieren nicht miteinander, was

durch Fallunterscheidung iiber die moglichen no-Reduktionen a gezeigt werden kann.

Der zweite Fall 227 . M tritt auf, wenn sich der iS-Redex nach der no-Reduktion

in einem Reduktionkontext befindet und dadurch zu einem no-Redex wird. O

Bei der Berechnung aller Uberlappungen miissen also solche Schachtelungen nicht
mit berechnet werden, da sie immer durch Standarddiagramme der Form

iS,red iS,red
n,al n,a no,a
v
iS,red Y .
RN - : mo,a
no,red .
Y ¥

geschlossen werden konnen. Wenn sich die no-Reduktion a und die interne Redukti-
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2 Der At-Kalkiil

on red ein Symbol teilen, das keine Meta- oder Kontextvariable ist?, dann ist nicht
direkt offensichtlich, wie das Gabeldiagramm geschlossen werden kann. Bei der Be-
rechnung von Uberlappungen konzentrieren wir uns auf solche Fille.

Um alle Uberlappungen einer internen Reduktion red mit no-Reduktionen @ zu
berechnen, gehe folgendermaflen vor: Die Form der internen Reduktion ist durch
die Definition der Reduktionsregeln gegeben. Sei I(red) die linke Seite der entspre-
chenden Reduktionsregel. Der interne Redex ist eine Instanz dieser linken Seite. Der
(n, a)-Redex besitzt keine direkte Entsprechung in der linken Seite einer Reduktions-
regel. Um die genaue Form des no-Redex zu bestimmen, muss auf die Definition der
Normalordnung und die Struktur von Reduktionskontexten zuriickgegriffen werden.
Es ist moglich, dass ein (n,a)-Redex mehrere verschiedene Formen hat. Beispiels-
weise sind fiir eine (n, lapp)-Reduktion die Formen

e R [((letrec {Env} in s) t)], oder
o (letrec {F'} in R [((letrec {Env} in s) t))], oder

o (letrec z; = R [((letrec {Env} in s)t),x9 = Ry [x1], ..., 25 = R} [r1]
in R[z;)

fiir den (n, lapp)-Redex moglich, (wobei R™, R; jeweils schwache Reduktionskontex-
tesind). Sei ar eine mogliche Variante des (no, a)-Redex. Um alle Uberlappungen mit
dem internen Redex zu bestimmen, miissen alle Positionen in ar bestimmt werden,
an denen der interne Redex vorkommen kann. Dies kann berechnet werden, indem
alle Unterausdriicke von ar, die keine Meta- oder Kontextvariablen sind, mit I(red)
unifiziert werden. Dabei beschrianken wir uns auf Uberlappungen in Oberflichen-
kontexten, d.h. [(red) wird nicht mit einem Unterausdruck von ar unifiziert, der im
Rumpf einer Abstraktion vorkommt. Die zu iiberlappenden Ausdriicke werden vor
der Unifikation so umbenannt, dass sie variablendisjunkt sind. Um alle Uberlappun-
gen mit der internen Reduktion red zu berechnen, muss dieses Vorgehen fiir alle
no-Reduktionen a und fiir alle spezifischen (n, a)-Redexe ar durchgefiihrt werden.”

Zur Realisierung dieses Vorgehens wird Unifikation fiir A''-Ausdriicke mit Meta-
Notation benotigt. In der Literatur (Baader & Snyder, 2001) wird Unifikation im
Rahmen von Termen behandelt, und nicht beziiglich Ausdriicken. Aus diesem Grund
iibersetzen wir A*-Ausdriicke mit Metavariablen in ein Kalkiil mit Termen, in des-
sen Rahmen die Unifikation zur Berechnung der Uberlappungen durchgefiihrt wer-
den kann. Bei der Unifikation sind eine Reihe von Problemen zu bewéltigen:

1. Die Metavariablen in A" verfiigen iiber Typen: In den Reduktionsregeln ste-
hen s, t fiir beliebige Ausdriicke, v symbolisiert nur Abstraktionen. Wie diese

4Tm Beispiel 2.6.5 teilen sich der (n,lapp)-Redex und der (49, llet-in)-Redex das letrec-Symbol
in R[((letrec {Env} in (letrec {Env'} in ¢')) t)].

5Das Vorgehen zur Berechnung von Uberlappungen orientiert sich an der Berechnung kritischer
Uberlappungen in der Theorie der Termersetzungssysteme (Baader & Nipkow, 1998), (Bezem,
Klop, & Vrijer, 2003).
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2.6 Vertauschungs- und Gabeldiagramme

bei der Unifikation beriicksichtigt werden, wird in Kapitel 3 dargelegt.

. Bindungen innerhalb von letrec-Umgebungen sind vertauschbar. Auf die Uni-
fikationsmethoden dazu wird in Kapitel 4 eingegangen.

. Die (¢p)-Reduktionsregeln enthalten Variablenketten beliebiger Léngen und
stellen somit Regelschemata fiir eine (abzéhlbar unendliche) Menge von Regeln
dar. Wie das Ketten-Konstrukt bei der Unifikation behandelt werden kann,
wird in Kapitel 5 beschrieben.

. Die zu unifizierenden Ausdriicke enthalten Kontextvariablen. Was zu deren
Unifikation notwendig ist, wird in Kapitel 6 dargelegt.
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3 Unifikation fuiir Terme mit Sorten

Um kritische Uberlappungen zwischen Ausdriicken des Ursprungskalkiils A, der
iiber die Konstrukte Abstraktion, Applikation und letrec verfiigt, zu berechnen,
miissen Ausdriicke des Kalkiils syntaktisch gleich gemacht werden. Die Methode,
die man verwendet, um Ausdriicke miteinander zu identifizieren, heift syntaktische
Unifikation. Man betrachtet Terme, die rekursiv konstruiert werden aus Variablen
und der Anwendung von Funktionssymbolen auf Terme. Ein Unifikationsproblem
fiir zwei Terme s = f(a,z) und t = f(y,b) stellt die Frage, ob es moglich ist, die
Variablen z,y in ¢ und s durch Terme zu ersetzen, so dass die resultierenden Ter-
me syntaktisch gleich sind. Im Beispiel f(a,z) =7 f(y,b) ist {x — b,y + a} eine
Léosung — eine Substitution, die s mit ¢t identifiziert, auch Unifikator genannt — fiir das
Unifikationsproblem. Der unifizierte Term ist f(a,b). Fiir ein Unifikationsproblem
kann es mehrere Losungen geben. Betrachtet man beispielsweise f(z,y) =" f(y, z),
dann reprisentiert T = {x +— a,y — a} eine Losung. Eine allgemeinere Lisung
ist allerdings 0 = {x — y}, da {z — a,y — a} = {y — a}o. Man sagt, 7 kann
durch Instantiierung von o gewonnen werden; o ist in diesem Fall ein allgemeins-
ter Unifikator (mgu). Allgemeinste Unifikatoren vereinfachen die Berechnung von
Losungen eines Unifikationsproblems, da alle Losungen eines Problems als Instan-
zen einer allgemeinsten Losung gewonnen werden kénnen. Aus diesem Grund muss
nicht die Menge aller Losungen eines Unifikationsproblems berechnet werden, son-
dern die Berechnung der wesentlich kleineren Menge der allgemeinsten Losungen ist
ausreichend.

Ausdriicke des A'*-Kalkiils, die keine Kontextvariablen enthalten (da diese Variablen
hoherer Ordnung sind und in einem spéteren Kapitel behandelt werden), kénnen
als Terme aufgefasst werden. Beispielsweise kann der Ausdruck (letrec {F,x =
v} in t) geschrieben werden als letrec(umg(FE, bind(x,v)),t), wobei letrec,umg
und bind jeweils zweistellige Funktionssymbole, E, x,v und ¢ Variablen sind. Der
Beispielterm unterliegt allerdings stédrkeren Restriktionen als normale Terme ers-
ter Ordnung, da die Funktionssymbole und Variablen Typen besitzen. Das letrec-
Funktionssymbol erwartet als erstes Argument einen Term, der eine Umgebung
reprisentiert. Fiir einen beliebigen anderen Term als erstes Argument, der keine
Umgebung darstellt, ist das letrec-Funktionssymbol nicht definiert. Auf syntakti-
scher Ebene bezeichnet man Typen als Sorten. Mit Hilfe von Sortensymbolen lésst
sich der Definitions- und Wertebereich von Funktionssymbolen syntaktisch beschrei-
ben. Dem [etrec-Funktionssymbol ist beispielsweise die Sorte letrec : Umgebung —
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3 Unlifikation fiir Terme mit Sorten

Term — Term zugeordnet. Die Sortensymbole stehen in Relation zueinander, der
sogenannten Subsortrelation. Ist z.B. Abstraktion (verkiirzt geschrieben als A) eine
Subsorte von Term (T'), geschrieben als A C T, so ist die intuitive Bedeutung, dass
alle Terme der Sorte A auch Term der Sorte 7' sind. Diese Sorten- und Subsortenin-
formation gilt es bei der Unifikation zu beriicksichtigen. Fiir ein Unifikationsproblem
zwischen einer Variablen der Sorte A und einer Variablen der Sorte T', geschrieben
als x4 =" tr, ist {x4 — tr} keine zu akzeptierende Losung, da fiir eine Abstrak-
tionsvariable nur Terme der Sorte R substituiert werden diirfen, wobei R entweder
die Sorte A oder eine Subsorte desselben ist. Die Substitution {tr +— x4} ist eine
Losung, fiir die diese Bedingung erfiillt ist, da A C T gilt. Eine Substitution, die
diese Bedingung erfiillt, wird als wohlsortiert bezeichnet.

Bei der Unifikation von Termen mit Sorten sollen allgemeinste, wohlsortierte Uni-
fikatoren berechnet werden. Ein Unifikationsalgorithmus wird gewohnlich als eine
Menge von Transformationsregeln prasentiert, die ein Unifikationsproblem schritt-
weise in ein Problem in geldster Form transformieren, aus dem eine allgemeinste,
wohlsortierte Losung direkt abgelesen werden kann. Dabei sollen die Transformati-
onsschritte die Menge der Losungen des Unifikationsproblems nicht verdndern, was
als Vollstindigkeit bezeichnet wird. Eine wichtige Frage, die man sich im Bezug auf
den Transformationsprozess stellt ist, ob er fiir alle eingegebenen Unifikationspro-
bleme terminiert und wie effizient sich auf diese Art Losungen berechnen lassen.
Aulerdem ist von Interesse, ob alle Unifikationsprobleme immer eine eindeutige
Losung (d.h. einen einzelnen mgu), oder eine endliche Menge von nicht vergleichba-
ren Losungen bzw. unendlich viele Losungen besitzen.

Das vorliegende Kapitel beschiftigt sich mit den oben skizzierten Themen, um einen
Teil des Problems der Berechnung von Uberlappungen zu lésen. Dabei ist es folgen-
dermaflen aufgebaut:

Abschnitt 3.1 enthélt einige wichtige Definitionen fiir im Text héufig verwendete
Begriffe aus dem Bereich der Ordnungsrelationen.

In Abschnitt 3.2 werden die Begriffe Term und Substitution fiir den Fall, dass keine
Sorten vorliegen, eingefiihrt.

Im daran anschlieBenden Teil 3.3 wird zuerst beschrieben, wie Signaturen um Sor-
ten bereichert werden (3.3.1). Dabei wird auch angegeben, wie eine Signatur ‘¢
aussieht, die Ausdriicke aus dem Kalkiil A’ als Terme mit Sorten darstellen kann.
Darauf folgt in Abschnitt 3.3.2 die Definition von Termen, die Sorten aus einer ge-
gebenen Signatur mit Sorten beriicksichtigen. Aulerdem wird beschrieben, wie man
Ausdriicke des A"*-Kalkiils in entsprechende Terme mit Sorten iibersetzen kann. Ab-
schliefend wird in Teil 3.3.3 darauf eingegangen, was es fiir Substitutionen bedeutet,
einer gegebenen Struktur von Sorten zu entsprechen.

Die Unifikation von Termen mit Sorten ist das Thema von Abschnitt 3.4. Zuerst
werden grundlegende Begriffe wie Instantiierungs-Quasiordnung und Unifikations-
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3.1 Ordnungsrelationen

problem eingefiihrt. Anschlielend wird beschrieben, wie Unifikationsprobleme durch
wiederholte Anwendung von Transformationen gelost werden koénnen (3.4.1). Ein
wichtiger Teil dieses Abschnittes beschéftigt sich mit den Eigenschaften des Trans-
formationsprozesses: Es wird gezeigt, dass er vollstdndig ist und terminiert. Dass
sich die Menge aller Losungen fiir eine bestimmt interessante Klasse von Unifikati-
onsproblemen (némlich die Unifikationsprobleme {iber der Signatur :'*) als Instanz
eines einzelnen mgu reprasentieren léasst, wird in Teil 3.4.2 gezeigt. Im abschlieflen-
den Abschnitt 3.4.3 wird gezeigt, dass fiir diese Klasse von Unifikationsproblemen
ein mgu effizient berechnet werden kann (in Quasi-Linear-Zeit).

3.1 Ordnungsrelationen

In den folgenden Abschnitten werden an verschiedenen Stellen Ordnungsrelationen
verwendet. Die grundlegenden Definitionen werden hier kurz angegeben.

Definition 3.1.1. Sei > C A x A eine bindre Relation auf einer Menge A. Die
Relation > ist

reflexiv , gdw. Vo € A : x>z,

irreflexiv , gdw. Vo € A: =(x > x),

transitiv , gdw. Vo,y,2 € A:zpy A yvpz=xb 2,

symmetrisch | gdw. Ve,y € A:z>y = yo> 2,

antisymmetrisch | gdw. Vz,y € A:zpy A ypar=x=y.

Definition 3.1.2 (Aquivalenzrelation). Eine Aquwalenz_relation ist eine reflexive,
transitive und symmetrische Relation: ~C A x A. Eine Aquivalenzrelation erzeugt
Aquivalenzklassen auf der Menge A: [a]., := {a’ € A | a ~ d'} fiir alle a € A und eine
Faktormenge A/. := {[a]. | a € A}. Aquivalenzklassen partitionieren eine Menge

A: Zwei Aquivalenzklassen [a]. und [b]. sind entweder identisch (wenn a ~ b gilt)
oder disjunkt (wenn a ~ b nicht gilt).

Definition 3.1.3 (Quasiordnung). Eine reflexive, transitive Relation < auf einer
Menge A wird als Quasiordnung bezeichnet. Das Paar (A, <) wird quasi-geordnete
Menge genannt.

Definition 3.1.4 (Partialordnung). Eine antisymmetrische Quasiordnung < wird
als Partialordnung bezeichnet. Das Paar (A, <) wird partiell geordnete Menge ge-
nannt.

Definition 3.1.5 (Strikte Ordnung). Eine strikte Ordnung < ist eine transitive und
irreflexive Relation.
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3 Unlifikation fiir Terme mit Sorten

Die Schreibweise = 2 y wird verwendet fiir y < x und x £ y ist definiert als —(z < y)
(analoge Definitionen werden fiir < und < getroffen).

Es gelten folgende Beziehungen:
e Jede Quasiordnung < induziert eine strikte Ordnung
r<y:=zSy ANy,
der sogenannte strikte Anteil von <.

Jede Quasiordnung < induziert eine Aquivalenzrelation

r~yerSy Ay S

Jede Quasiordnung < induziert eine Partialordnung auf A/.

2] <[yl e w5y

Jede Partialordnung < induziert eine strikte Ordnung

r<ysr<y Ay#zx

Jede strikte Ordnung < induziert eine Partialordnung

rLy:r<y Vy=umc
Definition 3.1.6. Sei (A, <) eine partiell geordnete Menge und M C A. Es wird
definiert:

o min(M) :={me M |n#mVne M}, die Menge der minimalen Elemente
von M.

o mazr(M) :={m e M |m &£ nV¥n € M}, die Menge der mazimalen Elemente
von M.

o [s(M):=me€ M, so dass m <nVn € M, das kleinste Element von M.
o [bs(M):={le A|l<nVne M}, die Menge der unteren Schranken von M.
o glb(M) := maxz(lbs(M)), die Menge der grofiten unteren Schranken von M.

Die Begriffe grdfites Element, obere Schranken und kleinste obere Schranken (kurz
lub) werden dual definiert (durch Umkehren der Ordnungsrelation). Fiir die Menge
der unteren Schranken zweier Elemente m,n € A schreiben wir lbs(m,n) anstatt
Ibs({m,n}) (ebenso fiir glb(m,n)).

Wenn ¢lb(M) und lub(M) fiir alle endlichen Teilmengen M von A existieren und
genau ein Element enthalten, dann ist (A, <) ein Verband. Wenn [ub(M) (bzw.
glb(M)) fiir alle endlichen Teilmengen M von A existiert und immer einelementig ist,
aber glb(M) (bzw. lub(M)) nicht immer, dann ist (A, <) ein oberer (bzw. unterer)
Halbverband. Eine dquivalente Charakterisierung eines oberen Halbverbandes fiir
eine endliche Mengen A ist:
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1. Ya,b e A: |lbs(a,b)| > 1 = |glb(a,b)| = 1. D.h. alle a,b € A, die gemeinsame
untere Schranken besitzen, haben eine eindeutige grofite untere Schranke, und

2. A besitzt ein grofites Element.

Definition 3.1.7. Sei (A, <) eine partiell geordnete Menge. Die Relation < ist
linear ,gdw. Ve,yc A:v#y=x<yVy<uz.

fundiert , gdw. es keine unendlichen, echt absteigenden Ketten 21y > a9 > 29 > ...
gibt (d.h. jede nichtleere Teilmenge von A ein minimales Element besitzt).

Fiir eine lineare Partialordnung stimmen minimales und kleinstes Element iiberein.
Sei < eine lineare, fundierte Partialordnung auf der Menge A, dann besitzt A ein
kleinstes Element [s(A).

3.2 Terme und Substitutionen ohne Sorten

Zunachst werden die Begriffe Signatur, Term und Substitution fiir den Fall ohne
Sorten eingefiihrt. Die Notation ~ (Uberstrich) wird im weiteren Verlauf verwendet,
um zu kennzeichnen, dass es sich um Objekte handelt, denen keine Sorten zugeordnet
sind, speziell im Fall von Signaturen ohne Sorten (X), die spéter zur Definition
von Signaturen mit Sorten herangezogen werden. Die Darstellung orientiert sich an
Baader und Nipkow (1998) sowie Baader und Snyder (2001).

Um zu verdeutlichen, welche Funktionssymbole in einem bestimmten Kontext zur
Verfiigung stehen und welche Stelligkeiten sie besitzen, wird eine Menge von Funk-
tionssymbolen definiert.

Definition 3.2.1 (Signatur ohne Sorten). Eine Signatur ¥ ist eine Menge von Funk-
tionssymbolen. Jedem Funktionssymbol f € X ist eine Zahl n € N zugeordnet, dle
Stelligkeit von f. Fiir n > 0 erd die Menge der n-stelligen Elemente von ¥ mit &
bezeichnet. Die Elemente aus 5 werden als Konstanten bezeichnet.

Terme werden gebildet aus Variablen oder durch die Anwendung eines Funktions-
symbols auf Terme.

Definition 3.2.2 (X-Term). Sei ¥ eine Signatur und X eine (abzéhlbar unendliche)
Menge von Variablen, so dass ¥ N X = ). Die Menge T'(X, X) aller X.- Terme iiber
Variablen X ist induktiv definiert durch

1. X CT(Z, X) (jede Variable ist ein Term),

2. fiir allen > 0, alle f € £" und alle t1,....t, € T(S,X) ist f(t1,...,t,) €
T (3, X) (die Anwendungen von Funktionssymbolen auf Terme ergibt Terme).
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3 Unlifikation fiir Terme mit Sorten

Die Struktur eines Terms kann in natiirlicher Weise als Baum dargestellt werden,
wobei Funktionssymbole als Knoten und Argumente einer Funktion als Kinder des
Funktionsknotens repréisentiert werden. Abbildung 3.1 zeigt einen Beispielterm ¢
in seiner Baumdarstellung. Dort ist zu sehen, wie die Knoten des Baumes in einer
Links-Rechts-Ordnung durchnummeriert werden kénnen. Uber diese Nummerierung
ist es moglich, sich auf einzelne Symbole an bestimmten Positionen eines Terms oder
auf Subterme zu beziehen. Im Beispiel steht an Position € das Funktionssymbol f
und an Position 1 das Konstantensymbol e, das erste Argument von f. Der Subterm
von t an Position 21 ist g(y). Formal kénnen Begriffe wie die Positionen oder die
GroBe eines Terms durch Induktion iiber die Struktur von Termen definiert werden.

@
/0 \

® @
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@@

®

Abbildung 3.1. Baumdarstellung von t = f(e, f(g(y),€)).

€

Definition 3.2.3. Sei ¥ eine Signatur, X eine Menge von Variablen, die disjunkt
ist zu X und s,t € T(3, X).
1. Die Menge der Positionen eines Term s ist die Menge Pos(s) von Worten iiber

dem Alphabet der natiirlichen Zahlen induktiv definiert durch:

e Wenn s = x € X, dann ist Pos(s) := {e}, wobei ¢ das leere Wort
bezeichnet.

e Wenn s = f(ty,...,t,), dann
Pos(s) :={e} U U{zp | p € Pos(s;)}.

Die Position € wird Wurzelposition des Terms s genannt und das Funktions-
symbol oder die Variable an dieser Position heifit Wurzelsymbol. Die Prdfiz-
Ordnung, definiert durch

p < q gdw. es gibt p’ so dass pp’ = g,

ist eine partielle Ordnung auf Positionen. Positionen p,q werden parallel ge-
nannt (p||q),, gdw. p und ¢ nicht vergleichbar beziiglich < sind. Die Position p
befindet sich oberhalb der Position ¢, wenn p < ¢ und p ist strikt oberhalb von
q, wenn gilt p < g (unterhalb wird analog definiert).
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3.2 Terme und Substitutionen ohne Sorten

2. Die Grifle |s| eines Term s ist die Kardinalitét von Pos(s).

3. Sei p € Pos(s), dann wird der Subterm von s an Position p bezeichnet durch
s|p, definiert durch Induktion tiber die Lidnge von p:
o sl=s,
i f(sh ) Sn)‘iq = 875“]‘
4. Sei p € Pos(s), dann wird mit s[t], der Term bezeichnet, der aus s entsteht,
durch die Ersetzung des Subterms an Position p durch t:
o s[tl.:=t
o f(s1,...,8n)[t)ig = f(s1,-..,8iltlgs -, 8n)

5. Mit Var(s) wird die Menge der in Term s vorkommenden Variablen bezeichnet:
Var(s) == {z € X | es gibt p € Pos(s), so dass s|, = x}

Eine Position p € Pos(s) wird Variablen-Position genannt, wenn t|, eine Va-
riable ist.

Fiir den Term ¢ aus obigem Beispiel haben wir Pos(t) = {e, 1,2,21, 211,22}, t|s; =
9(y), tlela = f(e,e), Var(t) = {y} und |t| = 6. Die Grofe von ¢ ist gleich der Anzahl
der Knoten in der Baumdarstellung von .

Der Hauptunterschied zwischen Konstantensymbolen und Variablen besteht darin,
dass Variablen durch Substitutionen ersetzt werden kénnen.

Definition 3.2.4 (Substitution). Sei ¥ eine Signatur und X eine abziihlbar unendli-
che Menge von Variablen. Eine T'(3, X )-Substitution (oder einfach nur Substitution,
wenn die Menge der Terme irrelevant ist oder aus dem Kontext hervorgeht) ist eine
Funktion
o: X —T(%,X),

so dass die Menge {z € X | o(z) # z} endlich ist. Diese endliche Menge von
Variablen, die unter o nicht auf sich selbst abgebildet werden, bezeichnet man als
Domain von o:

Dom(o) :={x € X | o(z) # x}.

Die Range von o ist
Ran(o) :={o(z) | = € Dom(c)}

und die Variablen-Range von o enthélt die in Ran(co) vorkommenden Variablen:

VRan(o) := U Var(o(x)).

x€Dom(o)

Ist Dom(c) = {z1,...,2,}, kann man o schreiben, indem man die Menge von
Variablen-Termbindungen angibt, die o definieren (da Dom(c) endlich ist).

o=A{xy—o(ry),...,z,— o(x,)}.
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3 Unlifikation fiir Terme mit Sorten

Man sagt o instantiiert x, wenn x € Dom(c). Die Menge aller T(X, X)-
Substitutionen wird bezeichnet durch Sub(T'(X, X)) oder einfach Subs.

Jede T'(X, X)-Substitution kann folgendermafen zu einer Abbildung & : T'(2, X) —
T(3, X) erweitert werden:

o Fiirz € X, o(x) := o(x) und

e fiir jeden nicht Variablenterm s = f(sy,...,s,) ist a(s) := f(a(s1),...,0(sn)).

Die Anwendung einer Substitution ¢ auf einen Term ersetzt gleichzeitig alle Vor-
kommen von Variablen durch die jeweiligen o-Bilder. Sei beispielsweise s = f(e, )

und t = f(y, f(z,y)) sowie 0 = {z — g(y),y — e}, dann ist 5(s) = f(e, g(y)) und
a(t) = fle, f(g(y).€)).

Die Identititssubstitution, die alle Variablen auf sich selbst abbildet (d.h. o(z) = =
fir alle z € X), wird mit /d bezeichnet.

Zwei Substitutionen o und 7 sind dquivalent beziiglich einer Menge von Variablen
W C X, geschrieben als 0 = 7[W], wenn gilt o(z) = 7(z) firallexz € W.Ist W = X
dann schreibt man o = 7.

Die Einschrdinkung einer Substitution o auf eine Menge von Variablen X, geschrie-
ben als o|y, ist definiert als o|x(x) := o(z), wenn x € X, sonst o|xx := .

Die Komposition o1 zweier Substitutionen o und 7 ist definiert als

Sind zwei Substitutionen o = {x1 — $1,..., 2, — S} und 7 = {y1 — t1,. ., Yy —
tm} als Mengen von Variablen-Termbindungen gegeben, kann ihre Komposition o7
folgendermaflen konstruiert werden: or = {y; — 0t1,...,ym +— Otp} U {x; —

si | ©; € Dom(c) — Dom(7)}. Die Komposition von Substitutionen ergibt wieder
eine Substitution und ist assoziativ, d.h. es gilt o(7d) = (o7)6.

Zur Vereinfachung der Notation wird iiblicherweise nicht unterschieden zwischen
Substitutionen o : X — T(%, X) und ihrer Erweiterung ¢ : T(2, X) — T(3, X).
Im weiteren Verlauf wird o verwendet, um die Substitution und ihre Erweiterung
auf Terme zu bezeichnen. Auflerdem wird die Anwendung einer Substitution o auf
einen Term ¢ hiufig ohne Klammern geschrieben, ot anstatt o ().

Ein Term t wird Instanz eines Terms s genannt, wenn es eine Substitution o gibt,
so dass t = os. Man schreibt s < t.

Eine Substitution ¢ wird idempotent genannt, wenn gilt oo = o, was genau dann
der Fall ist, wenn Dom(c) N VRan(o) = (). Eine idempotente Substitution bestehend
aus n Variablen-Termbindugen, kann in Kompositionen von n Substitutionen, jede
aus lediglich einer Bindung bestehend, zerlegt werden:

o=A{xy =ty xa—ty,...,x,—t,} ={x1— t1H{xe — ta} .. {x, — L.}
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3.3 Signaturen, Terme und Substitutionen mit Sorten

Eine solche Komposition wird als trianguldre Form bezeichnet und geschrieben als:

(21 =t @0 > o5 X o ).

Eine Variablenumbenennung ist eine Substitution p € Subs;, so dass gilt
1. pist injektiv auf Dom(p), d.h. Vo, 29 € Dom(p) : pry = pre = 1 = X2 und
2. Ran(p) besteht nur aus Variablen.

Sei p = {1 — ¥1,...,2, — y1} eine Variablenumbenennung, dann ist die Um-
kehrung von p definiert als p~ := {y; — x1,...,y, — z,}. Folgendes technisches
Lemma {iber Variablenumbenennungen wird spéter benotigt.

Lemma 3.2.5. Sei p eine Variablenumbenennung. Es gilt

1. p~ ist eine Variablenumbenennung

2. Dom(p) = Ran(p~),
3. Dom(p~) = Ran(p),
4. pp~ =p,
S.pp=p,

6. p~p = Id[Dom(p)],
7. (p7) =p

Beweis. 1, 2, 3, und 7 sind offensichtlich. Betrachte 5. Sei p = {z1 — y1,..., 2, — y1}
eine Variablenumbenennung und deren Umkehrung sei p~ := {y; — x1,...,yn —
x, }. Konstruiere p~p wie oben angegeben:

pro=Ar1=p Y, T p Y Uy T, Y o T )
- {xl’_)xla"'aanxn}U{yl'—>[L’1a"'7yn’_)xn}
=IdU{y1 — T1,...,Yn — Tp}
:p_

Damit ist auch 6 einsichtig und 4 wird analog gezeigt. [

3.3 Signaturen, Terme und Substitutionen mit Sorten

Es wird nun der Fall betrachtet, dass Terme iiber Sorten verfiigen, die auf syntakti-
scher Ebene den Definitions- und Wertebereich von Funktionssymbolen beschreiben.
Dazu wird zu Signaturen eine Menge von Sortensymbolen hinzugefiigt, zusammen
mit Mechanismen, um die Sorten von Termen zu beschreiben. Die Darstellung ori-
entiert sich an Schmidt-Schaufl (1989a).
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3 Unlifikation fiir Terme mit Sorten

3.3.1 Signaturen mit Sorten

Signaturen mit Sorten bendtigen eine zusétzliche Symbolmenge:

e Sy ist die nicht leere Menge von Sortensymbolen. Elemente werden mit R, S
bezeichnet.

Funktionssymbole (und beliebige andere Terme) erhalten Sorten durch Deklaratio-
nen.

Definition 3.3.1 (Deklarationen). Eine Termdeklaration ist ein Paar (t,5), ge-
schrieben als ¢ : S, wobei t kein Variablenterm ¢ € T'(X, X') und S € Sy, ein Sorten-
symbol ist. Ist ¢ von der Form f(xy,...,z,) und z; € X sind verschiedene Variablen,
dann nennt man t : S Funktionsdeklaration. Ist t eine Konstante, dann bezeichnet
man t : S als Konstantendeklaration. Sonst wird t : S (ordnungsgeméifle) Termde-
klaration genannt. Eine Subsortendeklaration hat die Form R C S, wobei R und S
Sortensymbole sind. In diesem Fall wird R als Subsorte von S bezeichnet.

Termdeklarationen werden verwendet, um Signaturen mit Sorten zu definieren.

Definition 3.3.2 (Signatur mit Sorten). Eine Signatur mit Sorten ¥ besteht aus:
1. einer Signatur ohne Sorten X,
2. einer Menge von Sortensymbolen Sy,

3. einer Funktion S : X — Sy, so dass fiir alle Sortensymbole S € Sy, abzéahlbar
unendlich viele Variablen x € X existieren mit S(z) = S,

4. einer Menge von Term- und Subsortendeklarationen.

Zur Definition einer Signatur mit Sorten ist es in der Regel ausreichend, Term-
und Subsortendeklarationen zusammen mit Angaben zur Sorte der Variablen, die in
Termdeklarationen vorkommen, anzugeben. Funktionsdeklarationen f(xq,...,x,) :
S werden abgekiirzt geschrieben als f: Sy — --- — S, — 5, wobei .S; die Sorte der
Variablen z; ist. Die Information, dass eine Variable x oder Konstante ¢ die Sorte S
hat, wird geschrieben als x : S, ¢: S bzw. zg, cg.

Die Funktion S : X — Sy, partitioniert die Menge der Variablen X in Teilmengen
X von Variablen der Sorte S.

Die Subsortendeklarationen der Form R C S einer Signatur bilden die Basis fiir eine
Quasiordnung auf der Menge der Sorten, die formal folgendermaflen definiert ist:

Definition 3.3.3 (Subsorten-Quasiordnung). Sei ¥ eine Signatur mit Sorten und
sei C die Relation, die definiert ist durch den reflexiven, transitiven Abschluss der
Subsortendeklarationen aus . Dann ist C eine Quasiordnung auf der Menge der
Sortensymbole Sy,. Die Quasiordnung wird als Subsorten-Quasiordnung bezeichnet.
Das Paar (Sg, C x) wird Sortenstruktur genannt.
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3.3 Signaturen, Terme und Substitutionen mit Sorten

Geht aus dem Kontext klar hervor, auf welche Signatur ¥ sich die Subsorten Quasi-
ordnung [ y bezieht, wird ein einfach [ geschrieben. Der strikte Anteil von C »
wird durch C bezeichnet (siche Abschnitt 3.1). Unter dem reflexiven, transitiven
Abschluss C y» von C gilt S C »S fiir alle S € Sy.

Beispiel 3.3.4. Die Menge der Sortensymbole S¥!, die verwendet werden, um das
Kalkiil A’ mit den Konstrukten Abstraktion, Applikation und letrec in ein Kalkiil
erster Ordnung mit Sorten zu transformieren, sei folgendermaflen definiert:

T représentiert die Sorte fiir Terme (Ausdriicke des Ursprungskalkiils),
A reprasentiert die Sorte fiir Abstraktionen,

V reprasentiert die Sorte fiir Variablen,

U représentiert die Sorte fiir letrec-Umgebungen,

B représentiert die Sorte fiir letrec-Bindungen,

Es werden keine Sortensymbole fiir die Konstrukte Applikation und letrec des
Ursprungskalkiils definiert, da kein Bedarf besteht zwischen Applikationen (bzw.
letrec-Ausdriicken) und beliebigen Ausdriicken zu unterscheiden. Alle Variablen,
die in linken Seiten von Reduktionsregeln des A!**-Kalkiils auftauchen, lassen sich
einer dieser Sorten zuordnen.

Die Signatur X' sei folgendermafen definiert:

ylet = { Subsortendeklarationen :
ACT, VvCcT,BCU,
Funktionsdeklarationen :
abs :V - T — A (Abstraktion),
app: T —-T =T (Applikation),
letrec: U - T —T (letrec),
(
(

umg: B—U—U letrec — Umgebung),

bind:V —T — B letrec — Bindung) }

Zum jetzigen Zeitpunkt werden Kontextvariablen und Umgebungen aus der Be-
trachtung ausgeklammert, da diese Konstrukte des Ursprungskalkiils A’ bestimm-
te Unifikationsmethoden benétigen, auf die hier noch nicht eingegangen wird (FE-
Unifikation und Unifikation héherer Ordnung). Kontextvariablen und Umgebungen
werden in spéiteren Kapiteln behandelt. Insbesondere das Funktionssymbol umg
dient hier nur als Platzhalter, und wird in Kapitel 4 ausfiihrlich behandelt.

In den Subsortendeklarationen wird die Variablen-Sorte V' als Subsorte der Term-
Sorte T deklariert. Diese Subsortenbeziehung soll das Verhalten des Ursprungs-
kalkiils nachbilden, in dem Variablen Ausdriicke darstellen, aber ein beliebiger Aus-
druck in der Regel keine Variable ist. Ebenso handelt es sich bei Abstraktionen um
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3 Unlifikation fiir Terme mit Sorten

Ausdriicke; ein beliebiger Ausdruck muss aber im Allgemeinen keine Abstraktion
sein. Aus diesem Grund wird in der Subsortendeklaration auch der strikte Anteil
C von L verwendet, da Abstraktionen (bzw. Variablen) eine echte Teilmenge der
Ausdriicke darstellen.

Auf den letrec-Umgebungsoperator umg und bind wird in einem spéteren Kapitel
genauer eingegangen. Hier sei nur darauf hingewiesen, dass die Sorten B, U nicht ver-
gleichbar sind beziiglich C y mit den Sorten V, A, T'. Dieses Verhalten ist erwiinscht,
da Terme der Sorte B, U Bestandteile von letrec-Umgebungen reprisentieren, die
selbst keine eigenstindigen Ausdriicke des A'-Kalkiils sind.

Eine Signatur ¥ mit Sorten kann klassifiziert werden in Abhéngigkeit der Kardina-
litét der Menge der Sortensymbole |Sy| und der Art der Termdeklarationen, die sie
enthélt.

Definition 3.3.5. Sei X eine Signatur mit Sorten. ¥ ist

e endlich, wenn ihre Beschreibung endlich ist, d.h. wenn die Menge der Sorten-
symbole, die Menge der Funktionssymbole, die Term- und Subsortendeklara-
tionen endlich sind.

e one-sorted, wenn |Sy| = 1, d.h. es nur einen Sorte gibt.

e many-sorted, wenn |Sx| > 1 und es keine Subsortendeklarationen gibt.
e order-sorted, wenn |Sy| > 1 und es Subsortendeklarationen gibt.

e clementar, wenn alle Termdeklarationen Funktionsdeklarationen sind.

e cinfach, wenn sie elementar ist und fiir alle Funktionssymbole existiert genau
eine Funktionsdeklaration.

Diese Eigenschaften einer Signatur 3 haben einen erheblichen Einfluss auf die Uni-
fikation fiir X-Terme, wie wir im Abschnitt 3.4.1 sehen werden.

Korollar 3.3.6. Die in Beispiel 3.3.4 definierte Signatur X' ist endlich. Sie ist
elementar, da alle Term-Deklarationen Funktionsdeklarationen sind. Auflerdem ist
sie einfach, da sie elementar ist und fiir alle Funktionssymbole gibt es genau eine
Funktionsdeklaration.

Da wir vor allem daran interessiert sind Unifikationsprobleme fiir Terme iiber der
speziellen Signatur X' zu 16sen und es sich bei dieser um eine endliche und einfache
Signatur handelt, wird im weiteren Verlauf besonderes Augenmerk auf endliche und
einfache Signaturen gerichtet.
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3.3 Signaturen, Terme und Substitutionen mit Sorten

3.3.2 Wohisortierte Terme

Signaturen mit Sorten werden verwendet, um Terme zu definieren, die diese Sorten
berticksichtigen. Fiir ein Sortensymbol S € Sy, definiert man die Menge der Terme
mit Sorte S.

Definition 3.3.7 (3-Term der Sorte ). Sei ¥ eine Signatur mit Sorten, X eine
Menge von Variablen, so dass 3 N X = (). Die Menge T'(X, S, X) aller X-Terme der
Sorte S iiber X ist induktiv definiert durch

l.zeT(X,S,X), wenn S(z) C S.

2.teT (3,5, X),wennt: Re€Xund RC S.

B {z—riteT(E,5,X),wennt € T'(X,5,X), re T(X,R,X) und R C S(x).

D.h. alle Variablen der Sorte kleiner gleich S sind Terme der Sorte S (1). Und alle
Terme der Signatur mit Sorte kleiner gleich S, die den Termdeklarationen von
entnommen werden konnen, sind Terme der Sorte S (2). Ein neuer Term ¢’ der
Sorte S kann konstruiert werden aus einem Term ¢ der Sorte S durch gleichzeitiges

Ersetzen einer Variablen in ¢ durch einen Term der Sorte kleiner gleich der Sorte der
Variablen (3).

Aus der Definition folgt sofort

Korollar 3.3.8. Sei ¥ eine Signatur mit Sorten.
1. Fiir alle Sorten R, S € Sy, gilt: R C S impliziert T'(X, R, X) C T'(%, S, X).
2. Fiir Variablen gilt: z € T'(X,5,X) < S(z) C S.

Beispiel 3.3.9. Aus Definition 3.3.7 ergeben sich unter der in Beispiel 3.3.4 defi-
nierten Signatur ' und der Variablenmenge X folgende Terme:

e Terme mit Sorte V: Da es keine Funktionsdeklaration der Sorte V' gibt, beste-
hen die Terme der Sorte V' lediglich aus Variablen der Sorte V: xy,yy, 2y ...

e Terme der Sorte A: Da es aufler dem Funktionssymbol abs kein Funktionssym-
bol der Sorte A in der Signatur gibt, und A keine Subsorts besitzt, sind alle
Terme der Sorte A von folgender Form:

— entweder Abstraktionsvariablen va, wy, ...,
— oder Terme bei denen das Funktionssymbol abs an der Wurzelposition
steht.

e Terme der Sorte T: Aus V, A C T folgt nach Korollar 3.3.8, dass alle Terme
der Sorte V und Terme der Sorte A auch Terme der Sorte 7' sind. D.h. alle
Variablen zv,yy,... und vg,wy,... und Terme mit abs als Wurzelsymbol
sind Terme der Sorte T". Nach Definition 3.3.7 sind auflerdem Terme der Sorte
T von folgender Form:
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3 Unlifikation fiir Terme mit Sorten

1. Termvariablen sp,t7, ur ... sind Terme der Sorte T

2. Terme t der Signatur mit ¢ : R und R T 7T, d.h. app(sr,tr) und
letrec(ey, st) sind Terme der Sorte 7.

3. Terme der Sorte T', deren Variablen durch Terme mit einer kleineren oder
gleichen Sorte ersetzt werden. Beispiele dafiir sind: app(abs(zv, s;),tr)
und letrec(dy, letrec(ey, st)).

Terme der Sorte B oder U werden analog gebildet.

Die Abbildung [ ] : Al — T(Z% X), die Ausdriicke (in Meta-Notation) des
Ursprungskalkiils A’ (ausgenommen letrec-Umgebungen und Kontextvariablen)
iibersetzt in X'*-Terme erster Ordnung mit Sorten, ist folgendermaBen definiert:

[2] = av
[v] = va
[s] = sr
[Env] = ey

[Aa.s] = abs([], [s])
[(s )] = app([s], [t])
[(letrec {Env} in s)] = letrec([Env], [s])

[x = s] = bind([z], [s])

Variablen des Kalkiils A" werden in Variablen der entsprechenden Sorte iibersetzt.

7.B: x,y, 2 5N Tv,yv, 2y, dabei geht i.A. aus dem Kontext hervor, um welche
Variablensorte es sich in einem A'*-Ausdruck handelt. Alle anderen Konstrukte des
Alet-Kalkiils werden auf natiirliche Weise in X‘*-Terme iibersetzt. Die Ubersetzung
von letrec-Umgebungen lassen wir zunéchst offen, sie wird in Kapitel 4 beschrieben.

Durch Induktion iiber die Struktur von A'-Ausdriicken unter Verwendung von De-
finition 3.3.7 ldsst sich zeigen:

Proposition 3.3.10. Alle A’*-Ausdriicke (die keine Kontexte und Ketten enthal-
ten) werden durch [ ] auf wohlsortierte ¥~ Terme abgebildet.

Ein Term ¢ kann mehrere Sorten besitzen. Zum einen die direkt ablesbaren Sorten
aus den Termdeklarationen (fiir einen Term sind ja beliebig viele Termdeklarationen
erlaubt). Zum anderen besitzt ¢ alle Sorten S, fiir die gilt t € T(X%,S, X). Diese
Sorten sind ¢ indirekt durch Subsortendeklarationen zugeordnet (iiber C ). Formal
wird die Menge der Sorten eines Terms folgendermaflen definiert:

Definition 3.3.11. Die Menge T'(3, X) aller wohlsortierten ¥-Terme ist definiert

als
U {7, 8,x)}.

SESy
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Die Sorte eines Terms t ist definiert als die Menge

Sz(t) = {S € Sy, | t e T(Z,S,X)}

Die Sorte einer Variablen x ist definiert als
Sy(z) ={S € Sz | S(z) C S}.

Fiir jede Variable x € X besitzt die Menge Sx(x) ein kleinstes Element, ndmlich
S(z).

Die Menge der Sorten eines Terms ist fiir endliche Signaturen effizient berechenbar
(sieche Schmidt-Schaufl; 1989a, S. 22). Wir sind hier nicht weiter interessiert an
der Berechnung der Sorten eines Terms t, sondern richten unser Augenmerk auf
eine Bedingung, fiir die Sy (t) eine spezielle Struktur aufweist: Die Existenz einer
kleinsten Sorte fiir alle Terme t. Ist eine Signatur so strukturiert, dass alle Terme
eine kleinste Sorte besitzen, wird sie als reguldr bezeichnet. Unter dieser Bedingung
besitzt die Unifikation wesentlich bessere Berechenbarkeitseigenschaften, als wenn
eine kleinste Sorte nicht fiir alle Terme existiert.

Definition 3.3.12. Sei X eine Signatur mit Sorten. 3 ist reguldr, gdw. (Sy, C x)
eine partiell geordnete Menge ist und fiir jeden Term ¢ die Menge Sx () ein kleinstes
Element besitzt (d.h. Is(Sx(t)) existiert beziiglich C x). Fiir eine reguldre Signatur
¥ wird diese eindeutige kleinste Sorte des Terms ¢ mit LSx(t) bezeichnet: LSy (t) :=

I5(Sx(t)).

Fiir Regulariit wird gefordert, dass die Sortenstruktur eine partiell geordnete Menge
ist. Um dies zu verdeutlichen, wird ab jetzt Cy, geschrieben, wenn die Ordnung eine
partielle Ordnung ist; fiir die Quasiordnung wird wie bisher [ y geschrieben.

Zwei einfache Bedingungen, unter denen eine Signatur regulér ist, liefert folgende
Proposition.
Proposition 3.3.13. Sei X eine Signatur mit Sorten.

1. Wenn Ly, eine lineare, fundierte Partialordnung auf Sy, ist, dann ist > regulér.

2. Wenn ¥ endlich und einfach ist, dann ist ¥ regulér.

Beweis. 1. ist klar, da jede fundierte, linear partiell geordnete Menge ein kleinstes
Element besitzt.

Zu 2: Sei ~y die von [ y induzierte Aquivalenzrelation und sei Cy, die von [ y»
induzierte Partialordnung auf der Faktormenge Sy,/.. (in der Faktormenge werden
dquivalente Sortensymbole zu einer Aquivalenzklasse zusammengefasst); Cy; ist fun-
diert, weil ¥ endlich ist. Sei t = f(t,...,t,), dann folgt aus der Einfachheit von ¥,
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3 Unlifikation fiir Terme mit Sorten

dass es genau eine Funktionsdeklaration gibt mit f(xy,...,x,) : R. Fiir die Menge
der Sorten von t haben wir Sy(t) ={S € Sy [t € T(%,5,X)} ={5 € Su/~ | RCs
S} (nach Definition 3.3.7 und Einfachheit von ¥) und auf dieser Menge Sx(t) ist
C eine lineare, fundierte Partialordnung mit LSx(t) = R. Sei ¢ = x, dann gilt nach
Definition 3.3.11 LSx(z) = S(z). O

Der Beweis belegt, dass jede linear, fundierte Partialordnung ein kleinstes Element
besitzt, was allerdings fiir eine lineare, fundierte Quasiordnung nicht gelten muss,
da sie nicht antisymmetrisch ist (fiir eine Quasiordnung ist das kleinste Element so-
zusagen nur modulo der induzierten Aquivalenzrelation eindeutig bestimmt). Dieser
Umstand wird dadurch behoben, dass dquivalente Sortensymbole zu Aquivalenzklas-
sen zusammengefasst werden konnen. Auf der Faktormenge der Aquivalenzklassen
induziert L y eine Partialordnung Cy, beziiglich der das kleinste Element der Sor-
tenmenge eines Term eindeutig bestimmt ist, da Cy auf dieser Menge linear und
fundiert ist.

Aus Proposition 3.3.13 folgt, dass man in einer einfachen Signatur, die kleinsten
Sorten von Termen, die durch Anwendung von Funktionssymbolen gebildet werden,
direkt aus den Funktionsdeklarationen der Signatur ablesen kann.

Korollar 3.3.14. Sei ¥ eine einfache Signatur mit Funktionsdeklarationen
fiiSy,—= =8, —=S,..., fk : 51, = — Sp, — Sk,

wobei alle f;, f; paarweise verschieden sind. Dann gilt LSx(fi(t1,...,t,,)) = S; fiir
alle 2 = 1,..., k und beliebige Terme t4,...%,.

In einfachen Signaturen haben wir die angenehme Situation, dass die kleinste Sorte
eines Terms t nicht von dessen Subtermen abhéngig ist, sondern direkt abgelesen
werden kann. Entweder aus den Funktionsdeklarationen fiir ¢ = f(...), oder durch
S(z) fir t = .

Wie wir gesehen haben, ist die Signatur ¥ eine einfache Signatur (Korollar 3.3.6).
Folglich ist Y auch eine regulire Signatur (nach Proposition 3.3.13), was wir in
folgendem Korollar festhalten.

Korollar 3.3.15. Die Signatur X' (aus Beispiel 3.3.4) ist regulir, d.h. alle Terme
t € T(X,S,X) haben eine eindeutige kleinste Sorte LSx(t).

Der Umgang mit wohlsortierten Substitutionen im néchsten Abschnitt wird durch
folgende Beobachtung vereinfacht.

Proposition 3.3.16. Fiir alle reguléren Signaturen X gilt:
1. Sz(t) - 52(8) <~ LSE(t) s, LSZ(S)
2. LSx(z) = S(x).
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3.3.3 Wohisortierte Substitutionen

Wir erweitern den Begriff der Substitutionen zu Substitutionen, die Sorten beriick-
sichtigen.

Definition 3.3.17 (Wohlsortierte Substitution). Die Menge der wohlsortierten Sub-
stitutionen (auch Y-Substitutionen genannt) Suby ist folgendermafien definiert:

Suby, := {0 € Subs | Sx(ox) 2 Sx(z)}.
Fiir reguldre Signaturen ist dies nach Proposition 3.3.16 gleichbedeutend mit

Suby, :== {0 € Subs | LSx(cx) 3 LSx(z)}.

Wohlsortierte Substitutionen schwéchen die Sorten, d.h. ox hat eine kleinerer oder
gleiche Sorte als x fiir alle Variablen x. Aus obiger Definition folgt, dass Suby C
Suby und dass die Identitdtssubstitution /ds, eine wohlsortierte Substitution ist:
Idy, € Subs.

Eine X- Variablenumbenennung p € Subsy, ist eine Abbildung, die injektiv auf Dom(p)
ist, und Variablen auf Variablen abbildet, so dass Sorten erhalten bleiben, d.h. es gilt
Ss(px) = Sx(z) fir alle x € X. Eine Substitution p € Suby wird als 3-Permutation
bezeichnet, wenn p eine ¥-Variablenumbenennung ist, so dass Dom(p) = Ran(p).
Dann ist p eine Bijektion (auf Dom(p)) mit Inversem p~ und es gilt pp~ = p~p =
[dz .

Wohlsortierte Substitutionen sind kompatibel mit der Sortenstruktur auf 7'(3, X),
d.h. wohlsortierte Substitutionen bilden 7'(3, S, X)) nach T'(X, S, X) ab fiir alle Sor-
ten S.

Proposition 3.3.18. Fiir alle wohlsortierten Terme t € T'(X, .S, X)) und alle wohl-
sortierten Substitutionen o € Suby, gilt ot € T'(X, S, X).

Beweis. Fiir t = x € X folgt die Behauptung direkt aus der Wohlsortiertheit von o.

Sei t = f(ty,...,t,) € T(X,5,X) und sei 0 = {1 — $1,..., 2y — Sy} € Subs.
Wenn ¢ eine idempotente Y-Substitution ist, dann besitzt sie die trianguldre Form
[T1 — S15...;%m — Sy und die wiederholte Anwendung einzelner Komponenten
von ¢ auf t impliziert ¢ € T'(X, .S, X) nach Definition 3.3.7.

Ist o nicht idempotent, dann sei p € Subs eine idempotente >3-
Variablenumbenennung mit Dom(p) = VRan(c) und Ran(p) N (U, Var(s;) U
Var(t)) = 0, d.h. Ran(p) besteht aus Variablen, die nicht in s; oder ¢t vorkom-
men. Sei p~ die Umkehrung von p. Nach Lemma 3.2.5 gilt p=p = p~ und,
weil Dom(p~) N (U™, Var(s;) U Var(t)) = (0 nach Konstruktion von p gilt, folgt
ot = p pot. Die Substitution po ist idempotent (wegen Konstruktion von p
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und Komposition von Substitutionen), und kann folgendermafien zerlegt werden:
{z1 — psi,x9 — ps1,...,x;m — psp} = {x1 — psiH{zy — ps2._}...{x2 — pSa}.
Jede Komponente {z; — ps;} ist wohlsortiert nach folgender Uberlegung: p ist
eine Y-Variablenumbenennung, die Sorten erhilt, d.h aus s; € T(X, R, X) folgt
ps; € T(X, R, X) fir alle Sorten R. Schrittweise Anwendung aller Komponenten
{z; — ps;} auf t nach Definition 3.3.7 resultiert in pot € T(X,S,X) und aus
ot = p~pot folgt ot € T(X,5,X). O

Korollar 3.3.19. Seien ¢ und 7 wohlsortierte Substitutionen. Dann gilt: deren
Komposition o7 ist eine wohlsortierte Substitution.

Beweis. Sei 7 = {x1 — S1,...,T, — S, € Suby und o € Suby. Zu zeigen ist
orx € T(X,S(z), X) fir alle z € X. Nach Proposition 3.3.18 gilt orz; = os; €
T(X,S(x), X) fir alle x; € Dom(r). Fur alle anderen Variablen z gilt entweder
orr =ox € T(X,S(x), X) oder orx =2 € T(X,S(x), X). O

Die néchste Proposition zeigt, wie wohlsortierte Terme erzeugt werden kénnen durch
die Anwendung von wohlsortierten Substitutionen auf Terme aus Termdeklaratio-
nen.

Proposition 3.3.20. Fiir alle Sorten S € Sy und alle Terme s € T'(X, S, X), die
keine Variablen-Terme sind, gibt es eine Termdeklaration ¢ : R € ¥ mit R C S und
eine Substitution o € Suby, so dass gilt ot = s.

Beweis. Durch strukturelle Induktion unter Verwendung von Definition 3.3.7 und
Korollar 3.3.19. O

3.4 Syntaktische Unifikation von wohlsortierten
Termen

Fiir zwei wohlsortierte Terme s, t ist man daran interessiert, eine wohlsortiert Sub-
stitution ¢ zu finden, so dass die beiden Terme os und ot syntaktisch gleich sind:
os = ot. Die Berechnung einer solchen Substitution wird Unifikation genannt, o
wird als Unifikator von s und ¢ bzw. als Losung der Gleichung s =’ ¢ bezeichnet.
Sei ¥ eine Signatur mit nur einem Sortensymbol und alle Funktionssymbole (f, g),
Konstantensymbole (a) und Variablen (z,y) seien von dieser Sorte, dann sind einige
Beispiele fiir Unifikationsprobleme und deren Lésungen:

f(x) =" f(a) hat genau einen Unifikator {z — a}.
x =" f(y) hat viele Unifikatoren {z — f(y)},{z — f(a),y — a},...
f(z) =" g(y) hat keinen Unifikator.

Wie man sieht, kann ein Unifikationsproblem keine, eine oder mehrere Losungen
besitzen. Im Falle der Existenz von mehreren Unifikatoren unterscheiden diese sich
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3.4 Syntaktische Unifikation von wohlsortierten Termen

jedoch im Grade ihrer Allgemeinheit. Beispielsweise ist fiir das Problem z =7 f(y)
die Substitution {z — f(y)} ein allgemeinerer Unifikator als {z — f(a),y — a}.

Definition 3.4.1 (Instantiierungs-Quasiordnung). Seien 0,7 € Subsy, wohlsortierte
Substitutionen und W C X eine Menge von Variablen. Die Substitution o ist all-
gemeiner auf W als die Substitution 7, geschrieben als ¢ Sy 7[W], wenn es eine
Substitution § € Suby, gibt, so dass gilt 7 = do[W]. Die Substitution 7 wird als In-
stanz von o und die Relation Sy [W] als Instantiierungs-Quasiordnung bezeichnet.

Fir W = X schreiben wir verkiirzt <y.

Fiir die Substitutionen o = {z — f(y)} und 7 = {x — f(a),y — a} aus obigem
Beispiel gilt ¢ <y 7 nach folgender Uberlegung: Sei § = {y — a}, dann folgt 7 = do,
weil 7(z) = f(a) = d(o(x)) und 7(y) = a = d(o(y)) und 7(z) = z = §(o(2)) fir alle
anderen Variablen z.

Lemma 3.4.2. Die Relation <y ist eine Quasiordnung auf der Menge der wohlsor-
tierten Substitutionen Subs

Beweis. Reflexivitat ist offensichtlich fiir 6 = Id. Zur Transitivitdt sei g9 = 9,03
und o3 = d909. Folglich o3 = dy09 = d2(0101) = (d201)07, weil die Komposition von
(wohlsortierten) Substitutionen assoziativ ist. [

Die Relation <y ist antisymmetrisch, d.h. beispielsweise fir o = {xg — yg} und
T ={ys — x5} gilt 0 Sy 7 wegen 7 = 70 und 7 <y 0 wegen o = o7. Allerdings gilt
nicht ¢ = 7; trotzdem sind die beiden Substitutionen dquivalent beziiglich der von
<y induzierten Aquivalenzrelation ~sy, := Sz N >x. Bzw. die allgemeine Definition
beziiglich einer Menge von Variablen: o ~y 7[W]| = o Sy 7[W] AT Sy o[W].
Man sagt, dass die beiden Substitutionen dquivalent modulo Komposition mit einer
Y-Variablenpermutation sind.

Lemma 3.4.3. Seien 0,7 € Subs und W C X eine Menge von Variablen. Dann
gilt: 0 ~y 7[W], gdw. es eine 3-Permutation p gibt, so dass o = pr[W].

Beweis. <=: Sei p eine ¥-Permutation. o = pr[W] impliziert 7 Sy, o[W]. Sei p~ die
inverse Y-Permutation zu p, dann gilt p~o = p~pr[W] und wegen p~p = Idy, folgt
p~o = 7[W] und damit auch o Sy 7[W] und letztlich o ~x 7[W].

=: Es gelte 0 ~x 7[W], d.h. es gibt Substitutionen ¢y, d2 € Suby, so dass 7 = d,0[W]
und o = do7[W]. Einsetzen ergibt o = d20,0[W], woraus d20; = Id[Dom(o)| folgt.
Andererseits gilt aber auch 7 = 6,d>7[W], d.h. wir haben analog 6,0y = Id[Dom(T)],
woraus fiir p = d20,[W] folgt Dom(p) = Ran(p), also ist p eine X-Permutation mit
o=pr[W]. O

Die Instantiierungs-Quasiordnung wird verwendet, um zu begriinden, warum fiir ein
gegebenes Unifikationsproblem nicht alle Unifikatoren berechnet werden miissen:
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Die Berechnung eines kleinsten Unifikators o beziiglich <y, ist ausreichend, da alle
anderen Unifikatoren durch Instantiierung aus o gewonnen werden kénnen. Aller-
dings reicht es fiir Terme mit Sorten im Allgemeinen nicht aus, nur einen kleinsten
Unifikator beziiglich <y, zu berechnen. Zur Begriindung betrachte folgendes Beispiel:

Beispiel 3.4.4. Sei {A, B 1 C, D} eine Signatur mit Sorten. Fiir das Unifikations-
problem x4 =’ yp existieren zwei allgemeinste Losungen o, = {zA— we,yp — we}
und 09 = {x4 — 2zp,yp — zp}, die beziiglich <y nicht miteinander vergleichbar
sind. Die Ursache hierfiir liegt darin, dass die grofite untere Schranke von A und
B nicht eindeutig ist: glb(A, B) = {C, D}, d.h. die Sortenstruktur ist kein unterer
Halbverband.

Folglich muss fiir ein Unifikationsproblem, das Terme mit Sorten enthélt, eine Menge
von allgemeinsten Unifikatoren betrachtet werden.

Definition 3.4.5 (Unifikationsproblem). Ein X-Unifikationsproblem (oder einfach
Unifikationsproblem, wenn der Bezug zu ¥ klar ist) ist eine endliche Menge von
Gleichungen P = {s; =" t1,...,5, =" t,} mit s;,¢; € T(3, X). Eine Lésung von P
(auch Unifikator von P genannt) ist eine Substitution o € Suby, so dass ot; = os;
fir i = 1,...,n. Die Menge aller (wohlsortierten) Losungen von P wird als Us(P)
bezeichnet

Us(P) :={o € Suby. | 0s; = ot; firi =1,...,n}.

P ist ldsbar wenn Us(P) # 0. Das spezielle Unifikationsproblem L besitzt keine
Losung. Mit Var(P) wird die Menge der in P auftauchenden Variablen bezeichnet:
Var(P) = U, (Var(s;) U Var(t;)).

Definition 3.4.6. Eine wvollstindige Menge von Unifikatoren (oder Ldésungen)
fiir ein Unifikationsproblem P ist eine Menge von wohlsortierten Substitutionen
CUsx(P), so dass

[ CUE(P) - UE(P) und
o fiir alle 7 € Ux(P) gibt es 0 € CUx(P), so dass o Sy, 7[Var(P)].

Eine minimale vollstindige Menge von Unifikatoren (bzw. Ldésungen) fiir ein Uni-
fikationsproblem P ist eine vollsténdige Menge von Unifikatoren MUx(P), so dass
die Substitutionen in MUsx(P) beziiglich Sy, [Var(P)] nicht vergleichbar sind:

e Fiir alle 0,7 € MUx(P) gilt: 0 Sy 7[Var(P)] impliziert o = 7| Var(P)]

Eine Substitution o ist ein mgu (most general unifier oder allgemeinste Lisung) von
P gdw. {0} eine minimale vollstindige Menge von Losungen fiir P ist.

Die Einschrinkung von Sy auf die in P vorkommenden Variablen wird in Definition
3.4.6 getroffen, weil durch <y [Var(P)] mehr Substitutionen miteinander vergleich-
bar sind als durch die restriktivere Relation Sy, die Gleichheit fiir alle Variablen
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verlangt. Dadurch wird in manchen Féllen vermieden, dass die Menge der mini-
malen, vollstindigen Unifikatoren unnotig grofl wird (fiir ein Beispiel siehe Baader
(1991)). AuBerdem ist diese Beschrinkung sinnvoll, da zur Berechnung aller Uber-
lappungen die komplette Menge der vollstédndigen, minimalen Unifikatoren bestimmt
werden muss. Hier ist es von Vorteil, eine Quasiordnung zu verwenden, die alter-
native Losungen nur in Bezug auf die kleinere Variablenmenge vergleicht. Wie wir
weiter unten sehen, werden (allgemeinste) Losungen fiir ein Unifikationsproblem P
berechnet, indem es schrittweise zu einem Problem S transformiert wird, aus dem
eine Losung direkt ablesbar ist. Bei der Transformation kénnen neue Variablen in
das Problem eingefiihrt werden. Eine Losung fiir das Ausgangsproblem P erhélt man
durch Einschrankung der Losung des Endproblems S auf die in P vorkommenden
Variablen.

Eine vollstdndige, minimale Menge von Unifikatoren muss nicht immer existie-
ren, da sich Vollstdndigkeit und Minimalitdt widersprechen kénnen. Wenn eine
vollstdndige und minimale Menge MUy (P) von Losungen fiir ein Problem P exis-
tiert, ist diese eindeutig, bis auf die von <y [Var(P)] induzierte Aquivalenzrelation
~y [Var(P)]. D.h. seien M; und M, minimale, vollstdndige Mengen von Unifika-
toren eines Unifikationsproblems P, dann gibt es eine Bijektion B : M; — Mo,
so dass 0y ~x B(oy)[Var(P)] fir alle oy € M; gilt (Fages & Huet, 1986). Folg-
lich haben alle vollsténdigen, minimalen Mengen von Unifikatoren eines gegebenen
Problems P dieselbe Kardinalitdt. Ein Umstand, der zur Definition des Begriffs des
Unifikationstyps® herangezogen wird.

Definition 3.4.7 (Unifikationstyp). Eine Signatur ¥ mit Sorten besitzt den Unifi-
kationstyp

eindeutig, gdw. MUx(P) existiert und |[MUg(P)] < 1 fir alle %-
Unifikationsprobleme P gilt.

endlich, gdw. MUx(P) existiert und |[MUg(P)] < oo fur alle -
Unifikationsprobleme P gilt.

unendlich, gdw. MUsx(P) existiert fiur alle ¥-Unifikationsprobleme P und es ein
Y-Unifikationsproblem P mit |MUs(P)| = oo gibt.
null, gdw. es ein X-Unifikationsproblem P gibt, fiir das M Us(P) nicht existiert.

Eine Signatur ¥ ist vom Unifikationstyp eindeutig, wenn alle l6sbaren Y-Unifikati-
onsprobleme einen mgu besitzen. Ist eine Signatur ¥ vom Unifikationstyp endlich,
dann lassen sich alle Losungen fiir ein gegebenes Y-Unifikationsproblem reprisen-
tieren, als Instanzen einer endlichen Menge von Losungen.

In der Literatur (z.B. Baader und Snyder (2001)) wird der Begriff Unifikationstyp beziiglich
einer Gleichungstheorie E definiert. Da Gleichungstheorien erst in Kapitel 4 eingefiihrt werden,
wird der Begriff hier (leicht missbriuchlich) verwendet, um die Kardinalitdt von minimalen,
vollstéandigen Menge von Unifikatoren beziiglich einer gegebenen Signatur zu charakterisieren.
Streng genommen, wird hier |[MUs, g(P)| fiir die leere Theorie E = ) betrachtet.
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3.4.1 Unifikation durch Transformation

Ein Unifikationsproblem kann gelost werden, indem wiederholt Transformationen
auf die Menge der Unifikationsgleichungen des Problems angewendet werden, bis
die Losung direkt abgelesen werden kann.

Definition 3.4.8. Ein Unifikationsproblem S = {z; ="t x, = t,} ist in
geldoster Form, wenn alle Variablen x; paarweise verschieden sind und nicht in ¢;
vorkommen und LSy (x;) € Sx(t;)? fiir alle i = 1,...,n. Fiir diesen Fall definiert
man die Losung von S als

os :={x1 —t1,...,z, — t,}.

Ein Unifikationsproblem in geléster Form repréasentiert einen mgu fiir dieses Pro-
blem, wie folgende Lemmata zeigen.

Lemma 3.4.9. Sei S ein Unifikationsproblem in geloster Form. Dann gilt 7 = 7og
fiir alle 7 € Ux(S).

Beweis. Sei S = {x; =" t1,...x, =" t,}. Es wird durch Fallunterscheidung gezeigt,
dass 7 und 7oy fiir alle Variablen denselben Wert ergeben, d.h. 7o = 7ogx fiir alle
x e X.

o z; € {xy,...,x,}: Wegen 7 € Ug(S) gilt Tx; = t; und damit Togx; = 7t; = T;.
o x ¢ {xy,...,x,}: 7o = Tosx (weil ogz =x). O

Lemma 3.4.10. Sei S in geloster Form und og die zugehorige Losung. Dann gilt:
0g ist ein idempotenter mgu von S.

Beweis. Nach Definition 3.4.8 ist 0g € Ux(S) eine Losung von S (wegen ogx; = t; =
ost;). Nach Lemma 3.4.9 gilt 0g Sy 7 fiir alle 7 € Ux(S), mit Definition 3.4.6, folgt,
dass o5 ein mgu von S ist. Geldste Formen sind so definiert (Def. 3.4.8), dass keine
Variable z; in einem ¢; auftaucht, also gilt Dom(os) N VRan(og) = 0, d.h. og ist
idempotent. [

Ein Unifikationsproblem in geloster Form représentiert also eine allgemeinste, idem-
potente Losung fiir das Unifikationsproblem. Die Unifikation geht so vor, dass ein
Ausgangsproblem P, durch eine Folge von Transformationen in ein gelostes Unifi-
kationsproblem P, transformiert wird

P=PFP= -.--=PF,.

Dabei soll gelten, dass die Transformationsschritte die Menge der Loésungen nicht
verandert, so dass die Losung fiir das Endproblem auch eine Losung fiir alle vorherge-
henden, insbesondere fiir das Ausgangsproblem reprasentiert. D.h. fir P, = P, soll

2D.h. LSx(z;) C LSx(t;) fiir reguliire Signaturen.
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gelten Us,(Py) = Us(P2)| var(p,)- Da ein Transformationsschritt P, = P, neue Varia-
blen (Variablen die nicht in P, vorkommen) in das Unifikationsproblem P; einfithren
kann, wird die Menge der Losungen des Endproblems auf die im Ausgangsproblem
vorkommenden Variablen Var(P;) beschrénkt. Formal definiert man:

Definition 3.4.11. Sei P, = P, die Transformation eines Unifikationsproblems.
1. Pp= P ist ]CO’/’TBkt, gdW UE(Pl) D) Uz(PQ)

2. Py = P,ist vollstindig, gdw. Py = P, korrekt ist und Us(Py) C Us(P2)| var(py)
d.h. Uz(Pl) = UZ(P2)|V(M"(P1)-

3. Eine Menge korrekter Transformationen P = P;,...,P = P, ist eine
vollstindige Menge von Alternativen, gdw. Us(P) = Us(P)|varpy U -+ U

UE (Pn) | Var(P)-

Fiir eine Signatur mit endlichem (oder unendlichem) Unifikationstyp ist Folgen-
des im Bezug auf den Begriff der Vollstdndigkeit zu bedenken. Bei der Transfor-
mation eines Problems, das eine vollstéindige Menge von Losungen besitzt, gehen
zwangslaufig Losungen verloren, da die geloste Form jeweils nur eine Losung re-
prasentiert. D.h. Ug(P1) € Us(P2)|var(p,) wird nicht von allen Transformations-
schritten erfiillt. Betrachte zur Erlduterung das Beispiel 3.4.4. Dort wird das Unifi-
kationsproblem P := {x, =’ yp} transformiert zu

= {z4 =" we,yp =" we} := Py oder zu

= {za="2p,yp =" 2p} = P

Da Py, P, beides Losungen von P sind, P, aber keine Losung von P; (und umge-
kehrt), ist der Transformationsschritt P = P;,i € {1,2} nicht vollstindig. Man
schafft Abhilfe, indem man definiert:

Definition 3.4.12. Eine Menge von Transformationsregeln fiir Unifikationsproble-
me? stellt eine vollstindige Unifikationsprozedur dar, wenn fiir jedes Unifikations-
problem P und jede Substitution 7 € Ux(P) ein Unifikationsproblem S in geloster
Form existiert, so dass P =* S und og Sy 7| Var(P)].

In der Definition wird die Tatsache verwendet, dass die durch Transformationsregeln
beschriebenen Transformationsrelation = auf der Menge der Unifikationsprobleme
nichtdeterministisch ist. D.h. wenn auf ein Unifikationsproblem mehrere Transfor-
mationen angewendet werden konnen, wird eine beliebige ausgewéhlt. Auflerdem
spielt die Reihenfolge der Anwendung von Transformationsschritten keine Rolle.
Die Vollstédndigkeit einer Unifikationsprozedur kann dann so verstanden werden:
Wenn fiir ein Unifikationsproblem P der Baum aller méglichen Transformationsfol-
gen (mit den nichtdeterministischen Verzweigungen) aufgespannt wird, dann bilden

3Diese Regeln definieren die Transformationsrelation = und deren reflexiven, transitiven Ab-
schluss =* auf der Menge der Unifikationsprobleme.
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3 Unlifikation fiir Terme mit Sorten

die Blitter die vollstdndige Menge der Losungen C'Usx(P), wie in folgender Abbil-
dung beispielhaft zu sehen ist:

P
7\
P1 SQ
7\

P

Py 12
I 7\
1L S S122
\

CUs(P)

Durch die Entfernung redundanter Substitutionen (d.h. durch die Betrachtung der
Faktormenge CUyx(P)/~,,) kann CUs(P) zu einer minimalen, vollstdndigen Menge
von Losungen MUy (P) gemacht werden, wenn <y entscheidbar ist.

Wir betrachten nun die Transformationsregeln (auch Unifikationsregeln genannt),
die verwendet werden, um ein >-Unifikationsproblem schrittweise in geldste Form
(oder L, wenn das Problem keine Losung besitzt) zu tiberfithren. Es werden die Uni-
fikationsregeln aus Schmidt-Schaufi (1989a) fiir endliche, regulére Signaturen vorge-
stellt. Die Beschrédnkung auf Unifikationsregeln fiir regulére Signaturen erfolgt, weil
es sich nach Korollar 3.3.6 und 3.3.15 bei der Signatur Y'** um eine endliche und
reguldre Signatur handelt und wir vorrangig daran interessiert sind, Unifikations-
probleme mit X/*-Termen zu losen, um kritische Uberlappungen zu berechnen. Fiir
Unifikationsregeln in beliebigen Signaturen siehe Schmidt-Schauf3 (1989a), S. 98.

Definition 3.4.13 (Unifikationsregeln). Sei X eine endliche, regulére Signatur mit
Sorten. Die Regeln zur Transformation von ¥-Unifikationsproblemen sind in Abbil-
dung 3.2 definiert.

Zur Vereinfachung der Regeln und des Vollstindigkeitsbeweises wird die Annahme
getroffen, dass die grofite untere Schranke (glb) zweier Sortensymbole (wenn sie exis-
tiert) eindeutig ist, d.h. die Sortenstruktur ist ein oberer Halbverband. Andernfalls
muss die Regel Common Subsort auf eine Menge von glbs anstatt auf eine eindeutige
glb angepasst werden.

Wird eine Variable (Common Subsort) oder eine Termdeklaration (Weakening)
durch eine Transformation in ein Unifikationsproblem eingefiihrt, darf der eingefiihr-
te Term nur Variablen enthalten, die bisher nicht im Unifikationsproblem vorkom-
men, sogenannte neue Variablen.

Die Anwendung einer Substitution o auf ein Unifikationsproblem P = {s; =" t; | i =

1,...n} ist definiert als oP := {os; =" ot; | i = 1,...n}. Das Symbol W bezeichnet
die disjunkte Vereinigung. Dadurch wird die von einer Unifikationsregel ausgewéhlte
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3.4 Syntaktische Unifikation von wohlsortierten Termen

Tautology
{s="sjwP =P
Orientation
{t="2}uwP={x="t}upP
wenn ¢ keine Variable ist.
Decomposition
{f(s1,-0y80) =" flt1, . ty) WP = {s; ="t,...8, ="t,JUP
Variable Elimination (sorted)
{z="t}WP={z="t}u{z—t}P
wenn x ¢ Var(t) und LSx(t) C LSxy(x).
Symbol Clash
{f(s1,-0y80) =" g(t1,. ., tm) WP = 1
Occurs Check
{z="t}WP= 1
wenn x € Var(t) und x # t.
Subsort
{x="ylwP={y="2}UP
wenn LSy (x) C LSx(y)
Common Subsort
{r="ylwP={z="2y="2}UP
wenn LSy(x) £ LSx(y), LSx(y) £ LSx(z) und
z : S ist neue Variable der Sorte S = glb(LSx(x), LSx(y)).
Sorted Fail Var
{r="ylwP= 1
wenn LSyx(x) £ LSx(y) und LSx(y) Z LSx(z)
und glb(LSx(x), LSx(y)) existiert nicht.
Weakening
{ox="f(t1,.. ,t) WP ={x="Ff(s1,...,80),t1 =" 81,...,tn = Sy} UP
wenn x ¢ Var(f(t1,...,t,)) und LS (f(t1,...,t,)) £ LSx(z) und
f(s1,...,8n) : Sist Termdeklaration mit S = glb(LSx.(z), LSx(f(s1,...,5))).
Sorted Fail Fun
{x="f(t1,...,tn) WP =1
wenn x ¢ Var(f(ty,...,t,)) und LS (f(t1,...,t,)) £ LSx(z) und
es gibt keine Termdeklaration f(sy,...,s,): S
mit S = glb(LSx(x), LS (f(s1,-.,5n)))-

Abbildung 3.2. Unifikationsregeln fiir Terme mit Sorten nach Schmidt-Schaufl
(1989).
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3 Unlifikation fiir Terme mit Sorten

Gleichung aus dem Unifikationsproblem entfernt (die Regel Variable Elimination
fiigt die Gleichung wieder ein, da sie in geloster Form ist und ein Teil der Losung
des Problems darstellt).

Bemerkung 3.4.14. Wenn X eine einfache Signatur ist, wird die Regel Weake-
ning nicht zur Unifikation bendétigt. Zur Begriindung sei ein Unifikationsproblem
x="f(t1,...,tn) gegeben mit x & Var(f(ty,...,t,)) und LSx(f(t1,...,tn)) = RZ
LSy(x). Dann existiert wegen der Einfachheit von 3 keine weitere Termdeklaration
f(s1,...,8,) : S. D.h. es kommt in diesem Fall immer zur Anwendung der Regel
Sorted Fail Fun: Die Gleichung besitzt keine Losung in einer einfachen Signatur.

Aus diesem Grund wird die Weakening Regel hier beim Beweis der Vollstandigkeit
nicht berticksichtigt. Der Beweis wird dadurch vereinfacht. Fiir beliebige Sorten-
strukturen ist Weakening im Allgemeinen keine vollstandige Unifikationsregel und
deshalb muss bei deren Vollstindigkeitsbeweis auf Definition 3.4.12 zuriickgegriffen
werden. Aus dem gleichen Grund wird die Vereinfachung der Regel Common Sub-
sort in Definition 3.4.13 festgelegt. Fiir den kompletten Beweis siehe Schmidt-Schaufl
(1989a), S. 102.

Lemma 3.4.15. Die Unifikationsregeln aus Definition 3.4.13, ausgenommen die Re-
gel Weakening, sind vollstandige Transformationsregeln fiir >-Unifikationsprobleme.

Beweis. Fir Tautology, Orientation, Decomposition und Subsort ist offensichtlich,
dass ihre Anwendung die Menge der Losungen nicht verdindert. Wir betrachten die
verbleibenden Regeln.

Variable Elimination: Zur Korrektheit sei 0 € Ug({x =’ t} & P), d.h. o unifiziert
x mit ¢, also haben wir oz = ot und damit auch ¢ = o{z +— t} (vgl. Lemma
3.4.9), woraus o{z — t} € Ug({x =" t} U P) folgt, was dquivalent zu o € Us({z =’
t}U{x — t}P) ist. Fiir den noch fehlenden Teil der Vollstéindigkeit sei o € Us({z =’
t}U{x — t} P). Wieder wird = mit ¢ unifiziert: cx = ot und deswegen o = o{x > t},
womit o € Us({r =" t} & P) folgt. An dieser Stelle macht es keinen Unterschied, ob
{x + t} wohlsortiert ist oder nicht.

Symbol Clash: Eine Gleichung f(s1,...,5,) = g(t1,...,t,) besitzt keine Losung:
of(s1,...,8n) = f(0S1,...,08,) # g(ot1,...,0tm) =0g(ts, ..., tm).

Occurs Check: Eine Gleichung der Form x =’ t mit x € Var(t) und x # t besitzt
keine Losung: Wegen = # ¢ hat ¢t die Form f(t,...,t,) mit x € Var(t;) fir ein 7.
Dann kann es keine Substitution geben, so dass o(x) = o(t), weil sich die Gréen
der Losungsterme unterscheiden: |o(z)| < |o(t;)| < |o(t)].

Common Subsort: Sei o € Us,({z =" y} W P), d.h. es gilt ox = oy; da o wohlsortiert
ist haben wir LSx.(oz) C glb(LSx(x), LSx(y)). Sei auflerdem z : S eine neue Variable
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3.4 Syntaktische Unifikation von wohlsortierten Termen

mit S = glb(LSx(x), LSx(y))* und X = Var({z =" y} U P). Betrachte folgende
Aquivalenzumformungen:

oceUs({z="y}lWP) & ox=0yNoc Usg(P)
S or=o0zNoy=o0zNo € Ug(P)|x
soeUs({z="2y="2}UP)|x

Sorted Fail: Existiert glb(LSs(z), LSx(y)) nicht, hat die Gleichung » =" y fiir
LSy(x) Z LSx(y) und LSx(y) £ LSx(z) keine wohlsortierte Losung.

Sorted Fail Fun: o € Us({x =" f(t1,...,t,)} W P) impliziert ox = of(t1,..., t,)
und weil o wohlsortiert ist, muss gelten LSy (ox) C glb(LSx(x), LSs(f(t1,...,t4)))
bzw. LSx(of(t1,...,tn)) T glb(LSs(z), LSs(f(t1,...,t,))). Nach Proposition
3.3.20 existiert dann eine Termdeklaration f(sy,...,s,) : S, so dass S LC
glb(LSx:(z), LSx(f (t1,...,t,))). Existiert keine solche Termdeklaration, besitzt die
Gleichung keine Losung. [

Der Algorithmus Unify in Abbildung 3.3 verwendet die definierten Unifikationsre-
geln, um rekursiv eine Losung fiir ein gegebenes Unifikationsproblem P zu berechnen.

Unify (P) = if es gibt ein P, so dass P= P’
then Unify (P')
else if P ist in geloester Form then return op
else return P ist nicht loesbar

Abbildung 3.3. Der Unify Algorithmus zur Unifikation von Termen mit Sorten.

Weil alle von Unify zur Unifikation verwendeten Regeln nach Lemma 3.4.15 voll-
standig sind, folgt direkt:

Korollar 3.4.16. Unify ist ein vollstdndiger Unifikationsalgorithmus fiir endliche
und einfache Signaturen.

Der Unifikationsalgorithmus ist nicht deterministisch. Wenn mehr als eine Unifi-
kationsregel anwendbar ist, wéhlt der Algorithmus eine beliebige aus. Die Termi-
nierung von Unify hingt davon ab, ob die Anwendung der Transformationsschrit-
te = terminiert. Schmidt-Schaufi (1989a) zeigt, dass fiir regulére, elementare Si-
gnaturen, deren Sortenstruktur ein oberer Halbverband ist, die Anwendung der
Transformationsschritte terminiert. In Anlehnung daran soll hier kurz erlautert wer-
den, weshalb Unify fiir endliche, einfache Signaturen terminiert. Eine Schwierigkeit
des Beweises liegt darin, dass sich durch Anwendung der Regeln Variable Elimi-
nation und Common Subsort ein Unifikationsproblem vergréffern kann, wie z.B.

4Hier wird die Annahme verwendet, dass die glb eindeutig ist. Ist sie das nicht, muss ein Element
ausgewihlt werden. Common Subsort ist fiir diesen Fall nicht mehr vollsténdig.
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3 Unlifikation fiir Terme mit Sorten

{z =" f(a,b),9(x) =" y} = {2 =" f(a,b),9(f(a,b)) =" y}. Die Losung besteht
darin, ein Komplexitdtsmafl zu finden, das zeigt, dass trotz einer moglichen Ver-
grofferung des Problems, die Transformationen das Problem néher an eine geloste
Form bringen.

Fiir endliche und einfache Signaturen muss die Regel Weakening fiir die Terminie-
rung nicht betrachtet werden, weil sie in solchen Signaturen zur Unifikation nicht
benétigt wird (Bemerkung 3.4.14). Die Regeln Subsort und Common Subsort werden
leicht angepasst:
Subsort*
{r="ylwP={y=" o} U{y—a}P

wenn LSy (x) C LSx(y)
Common Subsort*
{r="ylwP={z="2y="2}U{r— 2,y 2}P

wenn LSy (x) £ LSx(y), LSs(y) £ LSx(z) und

z 1 S ist neue Variable der Sorte S = glb(LSx(z), LSx(y)).

Lemma 3.4.17. Sei ¥ eine endliche, einfache Signatur. Dann terminiert Unify(P)
fiir alle >-Unifikationsprobleme P.

Beweis. Zuerst halten wir fest: Wird eine der Regeln Symbol Clash, Occurs Check,
Sorted Fail Var oder Sorted Fail Fun auf P angewendet, dann terminiert Unify mit
der Antwort: P besitzt keine Losung.

Fiir alle anderen Regeln wird gezeigt, dass ihre Anwendung ein Unifikationsproble-
men zugeordnetes Komplexitdtsmafl verkleinert.

Eine Variable z wird als gelost bezeichnet, wenn sie genau einmal in P vorkommt
und zwar auf der linken Seite einer Gleichung z =7 ¢, so dass x ¢ Var(t). Einem
Unifikationsproblem P wird das Komplexitatsma$ (ny, ng, n3) zugeordnet, so dass

ny die Anzahl der Variablen in P ist, die nicht geltst sind,
ny die Groe von P ist: 302y p(ls] + [¢]), und

ng die Anzahl der Gleichungen der Form ¢t = = in P ist, wobei ¢ keine Variable
ist.

Folgende Tabelle zeigt, dass jede Anwendung einer Unifikationsregel die Tripel
beziiglich der lexikographischen Ordnung® verkleinert:

ny Ng N3
Tautology > >

5Die lexikographische Ordnung ist fiir Tripel natiirlicher Zahlen durch
(a,b,c) > (a',V,c): = (a>ad)V(a=d Vb>V)V(a=d,b="0,c> ) definiert.
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3.4 Syntaktische Unifikation von wohlsortierten Termen

ny Ng N3
Orientation > = >
Decomposition > >
Elimination >
Subsort* >

Common Subsort* >

Tautology und Decomposition verkleinern ny. Orientation verandert ny nicht, ver-
kleinert aber ns. Elimination, Subsort* und Common Subsort* verkleinern ny, das
durch keine andere Regel vergrofert wird. [

Der Beweis verdeutlicht noch einmal, dass die Reihenfolge, in der Unifikationsregeln
auf ein Unifikationsproblem angewendet werden, keine Rolle spielen. Sind mehrere
Regeln auf ein Problem anwendbar, kann eine beliebige ausgewéhlt werden, um das
Problem zu transformieren, ohne etwas am Terminierungsverhalten des Algorithmus
zu verandern.

Satz 3.4.18. Sei X eine endliche und einfache Signatur. Fiir alle 3-Unifikationspro-
bleme P gilt:

e Wenn P losbar ist, dann terminiert Unify(P) mit einer Losung o aus der
vollstandigen Menge der Losungen C'Us(P) von P.

e Wenn P nicht 16sbar ist, dann terminiert Unify(P) mit der Antwort: P ist
nicht 16sbar.

Beweis. Unify ist vollstandig (Korollar 3.4.16) und terminiert (Lemma 3.4.17), des-
wegen reicht es zu zeigen: Wenn das Unifikationsproblem P 16sbar ist, dann wird es
von Unify in eine geloste Form S iiberfithrt. Nach Lemma 3.4.10 reprisentiert og
dann einen Unifikator aus der vollstandigen Menge der Unifikatoren von P.

Sei S # L das Unifikationsproblem mit dem Unify(P) terminiert. S enthélt kei-
ne Gleichungen der Form x =’ x (wegen Tautology), t = x (wegen Orientation),
f(...) =" f(...) (wegen Decomposition), f(...) =" g(...) (wegen Symbol Clash).
Also sind alle in S enthaltenen Gleichungen von der Form z =7 ¢, mit x ¢ Var(t) (we-
gen Occurs Check) und LSx.(x) 3 LSx(t), d.h. og ist wohlsortiert (wegen Subsort,
Common Subsort, Sorted Fail Var und Sorted Fail Fun). Wegen Variable Elimi-

nation kommt kein x mehr als einmal in S vor. Folglich ist S in geloster Form.
O
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3 Unlifikation fiir Terme mit Sorten

3.4.2 Der Unifikationstyp von endlichen und einfachen
Signaturen

Zur Berechnung aller Uberlappungen zwischen zwei Termen s, ¢ muss die (minimale)
vollsténdige Menge der Unifikatoren fiir alle Subterme (die keine Variablen sind) s;
und #; von s und t bestimmt werden. Da wir vor allem an der Signatur X' inter-
essiert sind, stellt sich die Frage nach dem Unifikationstyp von endlichen, einfachen
Signaturen. Das Vorhaben der Berechnung aller Uberlappungen wiirde scheitern,
wenn der Unifikationstyp hier unendlich ware. Aus der Terminierung von Unify
(Lemma 3.4.17) kann man allerdings direkt schliefen:

Korollar 3.4.19. Endliche und einfache Signaturen sind vom Unifikationstyp end-
lich.

Die Tatsache, dass die Regel Weakening zur Unifikation in einfachen Signaturen
nicht benotigt wird (siehe Bemerkung 3.4.14), sowie der im Vollstindigkeitsbeweis
der Unifikationsregeln (Lemma 3.4.15 sowie Beispiel 3.4.4) gegebenen Hinweise, dass
die Regel Common Subsort nicht vollstéindig ist, wenn fiir zwei Sorten eine Menge
grofiter unterer Schranken existiert, sind Indizien dafiir, dass in einfachen Signa-
turen der Unifikationstyp komplett von der Sortenstruktur determiniert wird. Im
Folgenden wird ein Resultat von Walther (1988) verwendet, der zeigt, dass fiir ein-
fache Signaturen der Unifikationstyp als Funktion der Sortenstruktur charakterisiert
werden kann.

Sei X eine endliche und einfache Signatur. Die zugehérige Sortenstruktur (Sy, Cx)°
wird durch eine sogenannte maximal-sorts-condition Kklassifiziert.

Definition 3.4.20. Eine partiell geordnete Menge (Sy, Cy) erfiillt die mazimal-
sorts-condition, gdw. fiir alle nichtleeren Teilmengen M C Sy, gilt

VS € lbs(M) 3S,, € max(lbs(M)), so dass S Cx Sy,.

(Sx, Cyx) hat den Grad 1, gdw. |max(lbs(M))| < 1 oder den Grad w (endlich), gdw.
|maz(lbs(M))| < oo fiir alle nichtleeren Teilmengen M C Sy.

Einer Sortenstruktur, in der jede endliche Teilmenge eine eindeutige (oder gar keine)
groffte untere Schranke besitzt, wird der Grad 1 zugeordnet. Dieser Fall entspricht
der ersten Bedingung der Definition eines oberen Halbverbandes (siehe Definition
3.1.6). Gibt es in der Sortenstruktur eine Teilmenge, die mehr als eine grofite untere
Schranke besitzt, erhélt sie den Grad w (fiir endlich). Der Satz von Walther stellt
ein Verbindung zwischen dem Grad einer Sortenstruktur und dem Unifikationstyp
der zugrundeliegenden Signatur her.

6Es wird hier verlangt, dass Cyx, eine Partialordnung auf Sy, ist.
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3.4 Syntaktische Unifikation von wohlsortierten Termen

Satz 3.4.21 (Walther, 1988). Sei ¥ eine endliche und einfache Signatur, (Sy,Cy)
die zugehorige Sortenstruktur, die die maximal-sorts-condition erfiillt. Dann gilt:

e (Sy,Cy) hat den Grad 1, gdw. X den Unifikationstyp eindeutig hat.
e (Sy,Cy) hat den Grad w, gdw. ¥ den Unifikationstyp endlich hat.

Es ist einfach zu zeigen, dass die durch ¥ definierte Sortenstruktur die maximal-
sorts-condition erfiillt und einen Grad von 1 hat.

Proposition 3.4.22. Die durch X (in Beispiel 3.3.4) definierte Sortenstruktur
(Sssiet, Cyver ) erfiillt die maximal-sorts-condition und hat den Grad 1.

Beweis. Die Ordnungsrelation Cyye: ist eine Partialordnung, weil fiir alle Sortensym-
bole S, R € Syier gilt SC R A RC S = S = R (Antisymmetrie).

Seien S C {V, A, T} und R C {B, U} nichtleere Teilmengen. Dann gilt lbs(SUR) =
(), weil es kein Sortensymbol T € Sse: gibt, das mit Elementen aus S und gleichzeitig
mit Elementen aus R vergleichbar ist. Deswegen gilt auch |max(lbs(S U R))| = 0.
Ebensowenig existieren [bs({V, A,T}), und [bs(V, A).

Betrachte die Teilmenge {V,T} C Sswe, hier gilt lbs(V,T) = {V} und
max({V}) = {V} (wegen V [Z V) sowie V. C V (wegen Reflexivitdt) und
deshalb |max(lbs(V,T))| = 1. Die Argumentation ist analog fiir die Teilmengen
{A, T} {B,U} C Ssyet.

Sei { R} C Sy eine einelementige Teilmenge. Dann gilt [bs({R}) = max(lbs({R})),
wegen R C R und R IZ R fiir alle R und aulerdem |max(lbs({R}))| = 1.

Folglich erfiillt (Sgiet, Cyuer) die maximal-sorts-condition und weil |max(lbs(S))| < 1
fiir alle nichtleeren Teilmengen M C Ssue: gilt, hat die durch X' definierte Sorten-
struktur den Grad 1. [

Aus dieser Proposition und dem Satz von Walther folgt sofort:

Korollar 3.4.23. Die Signatur ¥ hat den Unifikationstyp eindeutig.

Nun wird auch klar, weshalb bei der Definition der Unifikationsregeln (3.4.13) die
Annahme getroffen wurde, dass in den betrachteten Sortenstrukturen die glb zweier
Elemente eindeutig bestimmt ist und nicht weiter auf den Fall eingegangen wurde,
dass eine Menge grofiter unterer Schranken existiert: In der Signatur X' haben wir
es mit dem angenehmen Fall zu tun, dass eine eindeutige (oder gar keine) grofite
untere Schranke existiert, weshalb nach dem Satz von Walther der Unifikationstyp
dieser Signatur eindeutig ist.

Als Endresultat kénnen wir fiir die endliche und einfache Signatur X'¢ festhalten:

Satz 3.4.24. Fiir alle X'**-Unifikationsprobleme P gilt: Wenn P losbar ist, dann
besitzt P einen mgu, der durch den Unifikationsalgorithmus Unify(P) berechnet
wird. Ist P nicht l6sbar, stoppt Unify(P) mit der Antwort: P besitzt keine Losung.
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Beweis. Folgt direkt aus Satz 3.4.18 und Korollar 3.4.23. [

Dieses Resultat ist sehr erfreulich, vor allem wenn man bedenkt, dass es endliche
und einfache Signaturen gibt, deren Unifikationstyp endlich ist. Betrachtet man
allgemeine Signaturen (die keinen Beschrankungen wie Regularitét oder Endlichkeit
unterliegen), dann gilt, dass ¥-Unifikation unentscheidbar ist (siehe Schmidt-Schaufl
(1989a)).

3.4.3 Effizienz der Unifikation in endlichen und einfachen
Signaturen

Der nichtdeterministische Algorithmus Unify benotigt exponentiell viel Zeit und
Platz, was an folgendem Beispiel verdeutlicht werden soll.

Beispiel 3.4.25. Sei Y eine Signatur mit nur einer Sorte und alle Symbole seien
von dieser Sorte. Betrachte folgendes Y-Unifikationsproblem

{a1 =" f(wo,m0), 0 =" f(wr,21), .. @0 = f(@nor, Tna}.

Der idempotente mgu, den man durch wiederholte Anwendung von Variable Elimi-
nation erhalt ist

{71 = f(wo,20), 22 = f(f (w0, 20), f(T0,20)), -}

Hier wird jeder Variable z; ein vollstandiger bindrer Baum der Hoéhe ¢ zugeordnet.
Folglich ist die Grofle des mgu exponentiell in der Grofle des zu 16senden Unifikati-
onsproblems. Das gilt auch fiir alle anderen mgu des Unifikationsproblems, da diese
zum oben angegebenen dquivalent modulo Variablenumbenennung sind.

Das Problem in obigem Beispiel ist, dass durch Variable Elimination Terme kopiert
werden. Unifikationsalgorithmen, die das Kopieren von Termen vermeiden, weisen
einen besseren Zeit- und Platzbedarf auf. Paterson und Wegman (1976) beschrei-
ben eine Methode, mit der in linearer Zeit entschieden werden kann, ob Terme oh-
ne Sorten unifizierbar sind. An dieser Stelle soll (in Anlehnung an Schmidt-Schaufl
(1989a)) kurz beschrieben werden, wie der Unifikationsalgorithmus von Martelli und
Montanari (1982), der eine quasi-lineare Laufzeit besitzt, verwendet werden kann,
um Terme iiber einer einfachen Signatur effizient zu unifizieren. Dieser Algorithmus
verwendet Multigleichungen. Die Multigleichung ¢, =° ¢, =’ t3 entspricht den bei-
den Gleichungen t; =’ t5 und t, =’ t3. Wenn ein gegebenes Unifikationsproblem eine
Losung besitzt, dann stoppt der Algorithmus mit einer Menge von Multigleichungen
in geloster Form: z; =" x5... =" 2, =’ t, wobei alle Variablen paarweise verschie-
den sind (iiber die Menge aller Multigleichungen), und maximal ein Term, der keine
Variable ist, pro Multigleichung vorkommt. Diese geloste Form stellt eine Représen-
tation der Losung dar und noch nicht die Substitution, die das Problem 16st. Um
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3.4 Syntaktische Unifikation von wohlsortierten Termen

die Substitution aus der Représentation zu gewinnen, muss diese voll instantiiert
werden.

Proposition 3.4.26. Unifikation fiir einfache Signaturen benétigt héchstens quasi-
lineare Zeit.

Beweis. Sei ¥ eine einfache Signatur und P ein einfaches X-Unifikationsproblem.
Dann gehe zur Unifikation von P folgendermaflen vor: Berechne mit dem Unifika-
tionsalgorithmus von Martelli und Montanari eine Menge von Multigleichungen in
geloster Form {Mj, ..., M,}. Ignoriere dabei alle Sorten, d.h. die Multigleichungen
sind i.A. nicht wohlsortiert. Dies geht in quasi-linearer Zeit. Aulerdem werden keine
neuen Variablen eingefiihrt. Dann verfahre folgendermaflen mit allen Multigleichun-
gen M;:

1. M; besteht nur aus Variablen. Sei X die Menge der in M; vorkommen-
den Variablen. Berechne die Menge der (kleinsten) Sorten dieser Variablen
SX = glb({LSxs(z) | * € X}), was in linearer Zeit geht, da fiir endliche Si-
gnaturen LSy (z) = S(z) (nach Proposition 3.3.16) gilt. Folgende Félle werden
unterschieden:

e SX = (), dann besitzt das Unifikationsproblem keine wohlsortierte
Losung.

e SX = {S}, dann représentiert M; eine wohlsortierte Komponente der
gelosten Form.

e SX = {S,...,5,}, dann sind die Elemente der Menge {{z; =’
Ysis - Tx] = ys;} | =1,...m}7 jeweils wohlsortierte Komponenten
einer geldsten Form.

2. M; besteht aus Variablen und einem Term t. Sei X die Menge der in M;
vorkommenden Variablen. Berechne SX := ¢glb({LSx(x) | x € X}) und unter-
scheide:

e SX = (), dann besitzt das Unifikationsproblem keine wohlsortierte
Losung.

e SX = {S}, und es gilt S O LSx(t), dann reprasentiert M; eine wohlsor-
tierte Komponente der gelosten Form. Auerdem kann LSy (t) in einfa-
chen Signaturen in Linear-Zeit bestimmt werden (siehe Korollar 3.3.14).

e SX = {S1,...,S,}, dann sind die Elemente der Menge {{z; =’
YSss - T)x| = YsinYs; = t}|i=1,...m} jeweils wohlsortierte Kompo-
nenten einer gelosten Form.

Die komplette Menge der gelésten Formen, die eine vollstdndige Menge von wohl-

"Dabei ist yg, jeweils eine neue Variable, die nicht im urspriinglichen Unifikationsproblem vor-
kommt.
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3 Unlifikation fiir Terme mit Sorten

sortierten Losungen repriisentiert,® erhiilt man durch die Vereinigung der jeweiligen
Komponenten. [

Verdeutlichen wir uns die Arbeitsweise des Algorithmus anhand des Unifikations-
problems aus Beispiel 3.4.4: Zur Signatur ¥ = {A, B 1 C, D} ist das Unifikations-
problem z,4 =’ yp bereits in geloster Form, wenn die Sorten nicht beriicksichtigt
werden. Die Gleichung besteht nur aus Variablen und glb(A, B) = {C, D}. Als Men-
ge von wohlsortierten gelosten Formen (die Représentationen der Losungen) erhélt
man somit {{xa =’ z¢,y5 =" zc},{xa =" 2p,yp =" 2p}}.

Der Nachteil des Algorithmus von Martelli und Montanari besteht darin, dass nur
die Repréasentation eines allgemeinsten Unifikators in quasi-linearer Zeit berechnet
wird. Wird die zugehorige Substitution benotigt, muss instantiiert werden, wobei
wieder Terme kopiert werden, was zu exponentiellem Zeit und Platzbedarf fithren
kann. In Beispiel 3.4.25 repréisentiert das Unifikationsproblem bereits eine Losung.
Wird die Substitution beno6tigt, muss voll eingesetzt werden, was in exponentiellem
Zeit- und Platzbedarf resultiert.

Unifikatoren konnen durch gerichtete azyklische Graphen (so genannte DAGs) in
polynomieller Zeit dargestellt werden (Corbin & Bidoit, 1983).

8Da durch den Algorithmus neue Variablen eingefiihrt werden, ist die aus den Reprisentationen
zu gewinnende vollstdndigen Menge der Losungen einzuschrinken, auf die in P vorkommenden
Variablen, CUg (P)| Var(P)-
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4 Unifikation von
letrec-Umgebungen

Eine letrec-Umgebung des A'®* Kalkiils besteht im Allgemeinen aus einer Umge-
bungsvariablen (der Sorte U) und einer beliebigen endlichen Menge von Bindungen
{E, 21 = 51,...2y, = 8y }. Dabei ist in der Syntaxdefinition von Al® festgelegt, dass
die Elemente der letrec-Umgebung kommutativ sind. D.h zwei letrec-Ausdriicke,
die bis auf die Reihenfolge der Bindungen gleich sind, werden als syntaktisch &qui-
valent angesehen, wie beispielsweise

(letrec {x; = 81,9 = Sy, 73 = s3} int) = *(letrec {3 = 3,71 = S1,To = So} in ).

Diese Bedingung muss auch fiir letrec-Umgebungen in T(X/, X) gelten. Belie-
bige Vertauschbarkeit von Elementen kann in 7'(3', X) modelliert werden durch
ein Funktionssymbol, das sich wie ein Multimengenkonstruktor verhélt, da in einer
Menge die Reihenfolge der Elemente ebenfalls keine Rolle spielt. Dabei sind zwei
verschiedene Vorgehensweisen méglich, letrec-Umgebungen aus Al in ¥'*-Terme
zu iibersetzen:

1. letrec-Umgebungen werden dargestellt durch ein einstelliges Funktionssym-
bol {-} : B — U, das Umgebungen aus einer einzelnen Bindung konstruiert.
Beliebige Umgebungen, mit mehr als einem Element, werden durch die Verei-
nigung von Umgebungen erzeugt mit dem Funktionssymbol U: U — U — U.
Ein Beispiel fiir eine Ubersetzung ist

[{71 = 51,22 = 89,23 = s3}] = {b(w1, 51)} U ({b(w2, s2) } U {b(w3, 53)}),

wobei {e} anstelle von {-}(e), d U e anstatt U(d, e) geschrieben wird und bind
als b abgekiirzt wird. Um die Kommutativitat der Elemente zu gewéhrleisten,
muss fiir das Funktionssymbol U gelten:

dU Uey =~ ey U dU Kommutativitét,
cy U (dU U EU) ~ (CU U dU) U ey Assoziativitat.

2. Oder Umgebungen werden dargestellt durch ein zweistelliges Funktionssym-
bol { |-} : B — U — U, das, vergleichbar mit einem Listenkonstruktor,

1= bezeichnet hier die syntaktische Gleichheit von A®*-Ausdriicken.
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4 Unifikation von letrec-Umgebungen

eine Umgebung aus einem Term der Sorte B (einer Bindung) und einer Um-
gebung konstruiert. Wir schreiben {d|e} anstatt {:|-}(d,e). Als zusétzliches
Konstantensymbol wird die leere Umgebung ) : U benétigt. Eine beispielhafte
Ubersetzung ist

[{z1 = s1, 22 = 52,23 = s3}] = {|(b(w1, s1){[b(w2, s2){b(s, 55) [O[H[}]}-
Das Axiom, das die Irrelevanz der Reihenfolge der Elemente zusichert, ist:

{lesl{ldslev|}} =~ {dsl{cplev|}|} Links-Kommutativitat.

Die beiden Darstellungsmoglichkeiten modellieren die Kommutativitdtsbedingung
von letrec-Umgebungen in T'(X!, X), weil die Axiome (das sind die ~ Gleichun-
gen) verwendet werden konnen, um Terme #quivalent umzuformen. Betrachte etwa
die Ubersetzung, die Umgebungen durch das assoziative und kommutative Funkti-
onssymbol U darstellt:

{71 = 81,10 = 89,03 = 83} = {23 = 83,21 = 51,13 = 52}
l Ubersetzung l Ubersetzung
{b(z1, 1)} U ({b(z2, 52)} U {b(x3, 53)}) {b(x3,83)} U ({b(z1, 51)} U {b(x2, 52)})
l Assoziativitat l Kommutativitat

({b(z1, 1)} U{b(x2, 82) }) U{b(w3,83)} = ({b(w1,51)} U{b(wg,52)}) U{b(xs,s3)}

Unter Beriicksichtigung der Assoziativitdt und der Kommutativitat des Funktions-
symbols U sind die beiden Umgebungen gleich. Man schreibt dafiir

{b(x1, 51)} U ({b(z2, 52) } U{b(x3, 83)}) =ac {b(x3,s3)} U ({b(z1,51)} U{b(z2,52)}).

Betrachtet man die Darstellung mit dem links-kommutativen Funktionssymbol { -
|- [}, dann kann dessen Eigenschaft zum Umformen von Termen verwendet werden:

{21 = 51,20 = 59,03 = 53} = {xs = 53,01 = 51,02 = 52}
lUbersetzung lUbersetzung
{lo(z1, 51) {lb(@2, s2) [{[b(xs, s3)[O} [} {lo(xs, s3)[{|b(21, s1)[{[b(x2, s2)[ O} [}
l Links— K ommutativitat l Links— K ommutativitat

{[b(z1, s1)[{[b(s, s3)[{{b(x2, s2) DL} = {b(w1, s1)[{]b(w3, 53)[{b(2, 52) [0} [}

Unabhingig davon, welche der beiden Ubersetzungen zur Darstellung von letrec-
Umgebungen verwendet wird, miissen bei der Unifikation die durch Gleichungen

60



(=) definierten semantischen Eigenschaften von Funktionssymbolen beriicksichtigt
werden. Beispielsweise hat das Unifikationsproblem

{lesl{b(@v, sT) |0} =" {blyv, tr) {ldslO} ],

fiir die in Kapitel 3 beschriebene Methode der syntaktischen Unifikation, einen mgu
o={cr bly,t),d— b(z,s)}. Wird beriicksichtigt, dass das Funktionssymbol {-, -[}
links-kommutativ ist, dann hat das Problem einen weiteren Unifikator 7 = {¢ —
d,z+—y,s—t}, fir den 0 £s 7 und 7 Ly, o gilt.

Die Unifikationsmethode, die durch Gleichungen definierte Eigenschaften von Funk-
tionssymbolen beriicksichtigt, wird als Gleichungsunifikation (kurz E-Unifikation
aus dem Englischen fiir Equational Unification) bezeichnet. Gegeben zwei Terme
s,t und eine Menge E von Gleichungen (auch Identititen genannt), versucht die
E-Unifikation eine Substitution ¢ zu finden, so dass os und ot gleich sind modulo
der durch E definierten Identititen: os =g ot.

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit dem oben skizzierten Problem, wie letrec-Um-
gebungen mit vertauschbaren Elementen unifiziert werden konnen. Es ist folgender-
maflen strukturiert:

In Abschnitt 4.1 werden Gleichungstheorien (informell) eingefiihrt, die den theoreti-
schen Rahmen bereitstellen, um Unifikation von Funktionssymbolen mit vertausch-
baren Argumenten zu behandeln. Die Definitionen verschiedener Begriffe wie Uni-
fikationsproblem, Instantiierungs-Quasiordnung und Unifikationstyp werden auf die
Situation angepasst, dass bei der Unifikation eine Gleichungstheorie zu beriicksich-
tigen ist. AuBerdem werden die beiden Gleichungstheorien £ und £5% vorgestellt,

die Vertauschbarkeit von Bindungen in letrec-Umgebungen darstellen kénnen.

Im darauf folgenden Abschnitt 4.2 wird kurz eine vollsténdige Unifikationsprozedur
vorgestellt, die zur Unifikation in beliebigen Gleichungstheorien verwendet werden
kann. Die Nachteile dieser Prozedur werden diskutiert und es wird erlautert, warum
sie fiir die Unifikation von letrec-Umgebungen nicht geeignet ist.

Abschnitt 4.3 charakterisiert das Verhéltnis von Sorten zu den Identitdten, die eine
Gleichungstheorie definieren. Gelten bestimmte Bedingungen fiir dieses Verhéltnis,
so konnen Unifikatoren auf besonders einfache Weise berechnet werden. In Unter-
abschnitt 4.3.1 wird dargelegt, dass die beiden Gleichungstheorien, die Vertausch-
barkeit von Elementen in letrec-Umgebungen axiomatisieren, diese Bedingungen
erfiillen. Weitere Eigenschaften der beiden Theorien werden kurz diskutiert. Aufler-

dem wird begriindet, weshalb der Theorie £/, zur Darstellung und Unifikation von

letrec-Umgebungen in dieser Arbeit der Vorzug vor E%L gegeben wird.

Abschnitt 4.4 beschéftigt sich mit der Unifikation von Termen in der Theorie £/
Es wird ein Unifikationsalgorithmus vorgestellt, der terminiert (Abschnitt 4.4.1) und
vollstandig ist (Abschnitt 4.4.2). Der abschlieBende Teil 4.4.3 geht kurz auf den Uni-
fikationstyp der Theorie £ und die Komplexitit der Unifikation in dieser Theorie
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4 Unifikation von letrec-Umgebungen

ein. Aulerdem wird erklirt, wie die komplette vollstéandige Menge von Unifikatoren
berechnet werden kann, die zur Berechnung aller Uberlappungen bendétigt wird.

4.1 Grundlegende Definitionen

Definition 4.1.1 (3-Identitéten). Sei ¥ eine Signatur (mit Sorten) und X ei-
ne abzéhlbar unendliche Menge von Variablen, die disjunkt ist zur Menge der
Funktionssymbole. Eine Y-Identitit (oder einfach Identitét) ist ein Paar (s,t) €
T(X,X) x T(X,X). Identititen werden geschrieben als s &~ ¢, wobei s linke Seite
(lhs) und r rechte Seite (rhs) heift.

Identitdten konnen verwendet werden, um Terme zu anderen dquivalenten Termen
zu transformieren, indem die Instanz einer linken Seite durch die entsprechende
Instanz der rechten Seite ersetzt werden (und umgekehrt). Eine Identitdt wird auch
Axiom genannt. Auf das Verhéltnis von Identitéiten zu Sorten wird im Abschnitt
4.3 ndher eingegangen.

Beispiele fiir Identitdaten, die Eigenschaften von Funktionssymbolen axiomatisieren
sind:

A; = (@, f(g,2) = [(f(x.y),2)} Assoziativitit,

Cy = {flv,y) =~ f(y,7)} Kommutativitit,

ACy = Ay U Cy Assoziativitdt und Kommutativitét,
Ur =A{f(z,e) =z, fle,x) =z} Einheitselement,

Iy ={f(z,z)~z} Idempotenz,

Cly ={f(z,f(y,2)) = f(y, f(x,2))} Links-Kommutativitét.

Ein assoziatives und kommutatives Funktionssymbol wird als AC-Funktionssymbol,
ein links-kommutatives Symbol als Cl-Funktionssymbol, bezeichnet.

Eine Gleichungstheorie wird definiert durch eine Menge von Identititen E. Sie ist die
kleinste Kongruenzrelation auf der Termalgebra 7 (3, X), die E enthdlt und abge-
schlossen ist unter Substitution und wird durch =y, g bezeichnet.? Gilt s =s.p t, dann
sagt man s und t sind gleich modulo E. Der Begriff |, Gleichungstheorie* wird hier
(leicht missbréauchlich) folgendermafen verwendet: Wir sprechen von £ = (3, E) als
der Gleichungstheorie £, die durch die Identitdaten in E iiber der Signatur X definiert
ist. Fiir eine gegebene Gleichungstheorie schreiben wir verkiirzt s =; ¢, fiir die Kon-
gruenzrelation s =y, g t. Gleichungstheorien dienen dazu, semantische Eigenschaften
von Funktionssymbolen darzustellen und bei der Unifikation zu beriicksichtigen. Au-

2Fiir eine ausfiihrlichere Definition von Gleichungstheorien siche Baader und Nipkow (1998), bzw.
fiir den Fall mit Sorten Schmidt-Schaufl (1989a).
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4.1 Grundlegende Definitionen

Berdem bilden sie die Basis fiir die Theorie der Termersetzung (Baader & Nipkow,
1998; Bezem et al., 2003).

Definition 4.1.2. Die beiden Gleichungstheorien, die Vertauschbarkeit von letrec-

Umgebungen in T'(X'!, X) darstellen, sind folgendermafien definiert:

£l besteht aus der Signatur ¥/, die folgendermaBen definiert ist:
Yeu{{}:B—U U:U—U=U}

zusammen mit folgender Menge von Identitéaten:

{CUU(dUUeU)%(cUUdU)UeU (A)
dUUEUZ6UUdU (C)}

£ besteht aus der Signatur Xift ,, die folgendermaBen definiert ist:
seu{{-|-y:B=U—-U 0:U}

und der Identitat

{ AlesHldslevy = {|dsl{leslev}} (C1) }

Bemerkung 4.1.3. Die £} Theorie und die £ Theorie axiomatisieren beide die
Vertauschbarkeit von Elementen in letrec-Umgebungen. Trotzdem gibt es Unter-
schiede zwischen den beiden Theorien, insbesondere beziiglich der Ausdruckskraft
der zugrunde liegenden Signaturen. Ein Unterschied besteht darin, dass Umgebun-
gen, die mehr als eine Variable der Sorte U enthalten, durch die Signatur X! aber
nicht durch Zlﬁ‘} dargestellt werden kénnen. Beispielsweise kann {dy} U{ey} durch
Yt aber nicht durch Zﬂﬁ” reprasentiert werden. Der Grund hierfiir ist, dass das
Funktionssymbol {| - | - [} : B — U — U eingeschrénkt ist, weil es als erstes Argu-
ment einen Term der Sorte B erwartet. In Elﬁ‘} konnen deshalb nur Umgebungen
mit maximal einer Variablen der Sorte U dargestellt werden. Dies ist allerdings
ausreichend zur Berechnung aller Uberlappungen fiir Gabeldiagramme, da fiir alle
linken Seiten der Reduktionsregeln des A*-Kalkiils gilt, dass sie maximal iiber eine
Umgebungsvariable verfiigen. In der Signatur X unterliegt das Funktionssymbol
U:U — U — U diesen Beschrinkungen nicht. D.h. die £ Theorie stellt eine

,Einschrinkung® der allgemeineren Theorie £ dar.

Eine Entscheidung, welche der beiden Theorien in dieser Arbeit zur Darstellung von
letrec-Umgebungen verwendet wird, wird erst spéter getroffen (in Abschnitt 4.3.1).
Zuvor werden Themen behandelt, die fiir beliebige Gleichungstheorien gelten.

Wir passen die im Kapitel {iber syntaktische Unifikation von Termen mit Sorten
definierten Begriffe auf die Situation an, dass eine Gleichungstheorie E gegeben ist.
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4 Unifikation von letrec-Umgebungen

Definition 4.1.4 (Z-Unifikationsproblem). Sei £ = (X, E) eine Gleichungstheorie.
Ein E-Unifikationsproblem ist eine endliche Menge von Gleichungen

P:{Sl :;tl,...,sn:;tn}

zwischen X-Termen. Ein E-Unifikator (bzw. eine E-Ldsung) ist eine Substitution
o € Subs, so dass 0s1 =¢ oty,...,08, =¢ ot,. Die Menge aller E-Unifikatoren von
P wird mit Ug(P) bezeichnet; P ist ldsbar, gdw. Ug(P) # ().

Ist der Bezug zu E klar, wird verkiirzt =’ anstatt =% geschrieben.

Syntaktische Y-Unifikation (wie in Kapitel 3 behandelt) ist ein Spezialfall der E-
Unifikation mit £ = (). Jeder syntaktische E-Unifikator ist auch ein £-Unifikator,
aber fiir £ # () kann die Menge Uz(P) zusétzliche Elemente besitzen.

E-Gleichheit wird auf wohlsortierte Substitutionen o, 7 € Subs, ausgeweitet:
0=¢T,g9dw. oxr = Tr fiir alle Variablenx € X.

Ist man nur am Verhalten auf einer speziellen Menge von Variablen W C X inter-
essiert, schreibt man wie gewohnt:

o=z 7[W],g9dw. ox =¢ T2 Vo € W.

Die Instantiierungs-Quasiordnung auf der Menge der wohlsortierten Substitutionen
wird ebenfalls angepasst.

Definition 4.1.5. Sei Z eine Gleichungstheorie, W C X eine Menge von Variablen
und o, 7 € Suby, wohlsortierte Substitutionen.

Die Substitution o ist allgemeiner modulo E auf W als die Substitution 7, gdw. es
eine Substitution d gibt, so dass 7 =4 do[W]. In diesem Fall schreibt man o <y 7[W]
und bezeichnet 7 als E-Instanz von o auf W.

Werden E-Unifikatoren eines Unifikationsproblems P verglichen, dann ist die Menge
der Variablen W, die Menge der in P vorkommenden Variablen Var(P). Die Relation
<z ist eine Quasiordnung auf der Menge der wohlsortierten Substitutionen, die
zugehorige Aquivalenzrelation ist ~y := <z N >4

Die Situation, dass im Allgemeinen kein einzelner mgu, sondern eine vollstindige
Menge von Z-Unifikatoren betrachtet werden muss, bleibt bestehen.

Definition 4.1.6. Eine vollstindige Menge von E-Unifikatoren fiir ein E-Unifikati-
onsproblem P ist eine Menge von (wohlsortierten) Substitutionen CUx(P), so dass

e CUx(P) C Ug(P) und
o fiir alle 7 € Ux(P) gibt es 0 € CUx(P), so dass 0 Sg 7[Var(P)].
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4.2 Syntaktische Unifikation in beliebigen Gleichungstheorien

Eine minimale vollstindige Menge von ‘E-Unifikatoren fiir ein £-Unifikationsproblem
P ist eine vollstdndige Menge von Unifikatoren MUz (P), so dass die Substitutionen
in MU¢(P) beziiglich Sz [Var(P)] nicht vergleichbar sind:

e Fir alle 0,7 € MUx(P) gilt: 0 Sy 7[Var(P)] impliziert o =4 7] Var(P)]

Eine Substitution o ist ein allgemeinster E-Unifikator von P (kurz E-mgu), gdw.
{0} eine minimale vollstéindige Menge von Losungen fiir P ist.

Ist ein ‘E-Unifikationsproblem nicht unifizierbar, dann ist die leere Menge eine mi-
nimale, vollstdndige Menge von E-Unifikatoren von P. Die minimale vollstdndi-
ge Menge von E-Unifikatoren eines E-Unifikationsproblems ist eindeutig bestimmt,
bis auf die Aquivalenzrelation ~g [Var(P)]. Insbesondere haben alle minimalen,
vollstéandigen Mengen von Unifikatoren die gleiche Kardinalitéit. Deswegen kann der
Unifikationstyp einer Gleichungstheorie definiert werden.

Definition 4.1.7. Eine Gleichungstheorie £ = (X, F) besitzt den Unifikationstyp

eindeutig, gdw. MU;(P) existiert und |[MUg(P)| < 1 fir alle -
Unifikationsprobleme P gilt.

endlich, gdw. MU;(P) existiert und |MUg(P)| < oo fiir alle EZ-
Unifikationsprobleme P gilt.

unendlich, gdw. MU;(P) existiert fiir alle Z-Unifikationsprobleme P und es ein
Z-Unifikationsproblem P mit |[MUg(P)| = oo gibt.

null, gdw. es ein E-Unifikationsproblem P gibt, fiir das MUx(P) nicht existiert.

4.2 Syntaktische Unifikation in beliebigen
Gleichungstheorien

Die E-Unifikation, beziiglich einer beliebigen Gleichungstheorie E, benétigt eine Me-
thode, um die Identitéiten, die £ definieren, in die Berechnung einer vollstandigen
Menge von E-Unifikatoren einzubeziehen. Eine allgemeine Methode, die sich auf kei-
ne spezifische Gleichungstheorie £ beschrénkt, erhilt man durch die Erweiterung der
Unifikationsregeln (fiir Terme iiber reguldren Signaturen: Definition 3.4.13) durch
folgende Regel (nach Schmidt-Schauf3 (1989a)):

Definition 4.2.1. Sei £ = (X, E) eine Gleichungstheorie mit einer reguldren Si-
gnatur Y. Die Unifikationsregeln fiir endliche und reguldre Signaturen werden um
folgende Regel erweitert, um beliebige £-Unifikationsprobleme zu 16sen:
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4 Unifikation von letrec-Umgebungen

Mutation
{s="tjwP={s="1,t="r}uUP

Wobei | =~ r eine Version mit neuen Variablen von l ~r € EU E~ ist und

e ¢ keine Variable ist und

e wenn [ keine Variable ist, dann sind die Wurzelsymbole von s und [ gleich
und als néichste Transformation wird Decomposition auf s =’ [ oder t =" r
angewendet.

Schmidt-Schaufl (1989a) zeigt, dass die Unifikationsregeln fiir regulire Signatu-
ren zusammen mit der Regel Mutation eine vollstandige Unifikationsprozedur fiir
Z£-Unifikationsprobleme zu einer beliebigen Gleichungstheorie £ darstellen (zur
Vollstandigkeit im unsortierten Fall siche Gallier und Snyder (1989)). An dieser
Stelle wird nicht auf den Vollstdndigkeitsbeweis eingegangen, sondern wir wollen
an einem Beispiel betrachten, wie die Unifikationsprozedur mit der Mutation-Regel
einen E-Unifikator fiir ein E-Unifikationsproblem P berechnet.

Beispiel 4.2.2. Sei P := {{c, {|{b(x, s), 0}[} =" {b(y, 1), {|d,0}} } ein EY/-Unifikati-
onsproblem mit den Variablensorten

S(e) =S(d) = S(b;) = B,
S(e,) = U,

S(z) =S(y) =V,

S(s) =S(t) =T.

Eine mdogliche Folge von Transformationen des Problems ist:?

{{icl{ibCa, )0} =* {b(y, {0} }
=5 {lelflbt, )03 =7 oal{baler 1, 1oy, HAIOLE =" {bal{br]eat}}
2% e =" by, b, s) =" by, 0 =" er, by, IO} =7 [ba[{brlea
22 o =" by by =7 b(x, s), e =7 0, by, ) IO} =7 {bal{baler )}
)

B {e =" by, by =7 b(x, 5),e0 =1 0, {b(y, ){IdIOF ]} =7 (b, 5)[{bser )}
D2, Lo =" by, by = b(x,s),el =7 0,b(y,t) =" b(z,s),d ="by,0 =" e}
Himer, o =" by by =7 bz, s), e = @b(y,t) ”b(x,s),d_ by, 0 =" 0}
Lo Lo =" by, by =" b(x, 5), €1 = (y,t) =" b(z,s),d =" b}
K{C— bi,by ="b(x,s),e; =" 0,y ="2,t="5,d="b}

3 Mu-Cl steht fiir einen Mutation-Schritt mit dem CIl-Axiom. Die Namen der anderen Unifikati-
onsregeln sind ebenfalls abgekiirzt. xn bedeutet n-fache Anwendung einer Unifikationsregel.
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4.2 Syntaktische Unifikation in beliebigen Gleichungstheorien

Das Unifikationsproblem in der letzten Zeile ist in (wohlsortierter) geloster Form
und es gllt US|Var(P) c CU,Elcglt(P)

Es ist leicht zu sehen, wie die Folge der Transformationen (ohne Mutation) aus-
zusehen hat, die den anderen in der Einleitung angegebenen Unifikator zu obigem
Beispielproblem findet. Die Vollsténdigkeit der Unifikationsprozedur ist also auch ne-
ben dem Beweis intuitiv plausibel. Der Vorteil, dass diese Unifikationsprozedur mit
beliebigen Gleichungstheorien verwendbar ist, wird von dem Nachteil wett gemacht,
dass sich aufler der Vollstdndigkeit der Prozedur nicht viel {iber ihre Eigenschaf-
ten sagen ldsst. Dass sie beispielsweise fiir £%/-Unifikationsprobleme nicht immer

terminiert, verdeutlicht folgendes Beispiel.

Beispiel 4.2.3. Wir betrachten die Situation wie in Beispiel 4.2.2. Eine mogliche
nicht terminierende Folge von Transformationsschritten ist:

{{icl{ib(a, )0} =* {b(y, ){ IO} }
5 Hellbt, )10} =7 oal{baler b, 1oy, ALY =7 {bal{br]eat}}
=5 {e =" by {b(a, )0 =" Jbolealy, {b(y, DO} =" ol {lbaler )}
S5 fe =" b, (e, 9)[0) =7 {lbalerl}, b(y, OO} } =7 b5 balea I
{Bal{ibales B[} =" {bal{]bs]e2lt[}}
= e =" by b, )[00 =" fbolealy, by, t) =" bs, IO =" {bsleal},
{Bal{ibales B[} =" {bal{]bs]e2lt[}}

Mu-Cl

Nach jeder Anwendung des Cl-Axioms wird eine Decomposition-Transformation
moglich, die direkt wieder von einem Cl-Schritt gefolgt werden kann. Die Anwen-
dung des Axioms wird von der Unifikationsprozedur nicht beschriankt, abgesehen
von den oben genannten Bedingungen (Def. 4.2.1), die hier erfiillt sind. Dadurch ist
es moglich, die Bindungen einer Umgebung beliebig oft zu vertauschen. Dies ent-
spricht auch der mathematischen Intuition, hat hier allerdings die Nichtterminierung
der Unifikation zur Folge.

Unifikation modulo beliebiger Gleichungstheorien ist generell unentscheidbar, ebenso
wie Eigenschaften allgemeiner Z-Unifikationsprobleme (siehe z.B. (Nutt, 1991) zur
Unentscheidbarkeit des Unifikationstyps). Allgemeine Methoden, die Z-Unifikatoren
fiir beliebige Gleichungstheorien berechnen, liefern aus diesem Grund nur schwache
Ergebnisse. So kann die oben skizzierte Methode nur verwendet werden, um eine
vollsténdige Menge von Unifikatoren rekursiv aufzuzéhlen. Sie liefert somit keine
Entscheidungsprozedur fiir £-Unifizierbarkeit, selbst wenn in der betrachteten Glei-
chungstheorie das Unifikationsproblem entscheidbar ist und der Unifikationstyp der
Theorie eindeutig oder endlich ist.
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4 Unifikation von letrec-Umgebungen

Um bessere Berechenbarkeitsresultate fiir spezifische Gleichungstheorien zu erhal-
ten, wendet man sich einzelnen Theorien zu. Die beiden Theorien (ohne Signaturen
mit Sorten) AC' und C1 besitzen eine Reihe guter Eigenschaften. Beide sind ent-
scheidbar, allerdings ist Unifikation in beiden Theorien NP-vollstdndig und beide
Theorien haben den Unifikationstyp endlich. Auflerdem existieren fiir die Theori-
en Unifikationsalgorithmen. Zur AC-Theorie und zu Unifikationsalgorithmen siehe
beispielsweise: Livesey und Siekmann (1976); Stickel (1981); Fortenbacher (1985);
Biittner (1986); Lincoln und Christian (1989); Boudet, Contejean, und Devie (1990).
Zur Cl-Theorie und zu Unifikationsalgorithmen siehe beispielsweise: Dovier, Policri-
ti, und Rossi (1998); Dovier, Pontelli, und Rossi (1998); Dantsin und Voronkov
(1999); Stolzenburg (1999); Dovier, Pontelli, und Rossi (2006)

Allerdings beriicksichtigt keiner dieser Algorithmen Sorten. Um zu kléren, wie sich
das Verhaltnis von Sorten zu Identitéiten, die eine Gleichungstheorie definieren, auf
die E-Unifikation fiir spezifische Theorien auswirkt, werden zunéchst Charakterisie-
rungen fiir Gleichungstheorien iiber Signaturen mit Sorten betrachtet. Dabei werden
wir Folgendes feststellen: Wenn bestimmte Bedingungen fiir eine Gleichungstheorie
E iiber einer Signatur mit Sorten gelten, dann koénnen Z-Unifikatoren berechnet
werden, indem man mit einem speziellen ‘E-Unifikationsalgorithmus Unifikatoren
berechnet, ohne die Sorten zu beriicksichtigen, und anschliefend die berechneten
Unifikatoren an die entsprechende Sortenstruktur anpasst.

4.3 Unifikation in Congruence Closed und Sort
Preserving Gleichungstheorien

In diesem Abschnitt werden zwei wichtige Eigenschaften von Gleichungstheorien
eingefiihrt. AnschlieBend wird gezeigt, wie diese Eigenschaften verwendet werden
kénnen, um E-Unifikatoren in zwei unabhéngigen Schritten zu berechnen. Dieser
Abschnitt orientiert sich an Schmidt-Schauf8 (1989a).

Die Identitdten, die eine Gleichungstheorie definieren, werden formuliert mit Funkti-
onssymbolen aus einer Signatur mit Sorten ¥. Dabei sind zunéchst keine Bedingun-
gen an die Identitdten gestellt. Insbesondere lassen sich Gleichungen definieren, die
nicht kompatibel mit der durch X definierten Sortenstruktur sind. Betrachtet man
beispielsweise X' und E = {abs(z,u) ~ b(y, abs(z,u))}, sowie die beiden Terme
s = abs(z,7), t = b(y, (abs(z,7)), dann gilt s =gt p t. Die beiden Terme haben
aber unterschiedliche Sorten, d.h. Sy(s) # Sx(t). AuBlerdem haben wir beispielswei-
se app(s,r) =siet g app(t,r), wobei allerdings app(t,r) kein wohlsortierter Term ist.
Um solche Verhiltnisse von Sorten zu Identitéten zu charakterisieren definiert man:

Definition 4.3.1. Eine Gleichungstheorie £ = (X, F) ist
1. deduction closed, gdw. s; =z t1,...8, =¢ t, und f(s1,...,s,) € T(X,X)
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4.3 Unifikation in Congruence Closed und Sort Preserving Gleichungstheorien

impliziert, dass f(t1,...,t,) wohlsortiert ist.

2. sort preserving, gdw. fiir alle s =4 t gilt Su(t) = Sx(s).

Eine Gleichungstheorie ist deduction closed, wenn Subterme eines wohlsortierten
Terms ¢ durch gleiche Terme ersetzt werden kénnen, so dass der Term ¢ wohlsortiert
bleibt. Eine Theorie ist sort preserving, wenn gleiche Terme die gleichen Sorten besit-
zen. Ist eine Theorie sort preserving, dann ist sie auch deduction closed. Die fiir uns
interessante Figenschaft ist hier sort preservation, wie wir weiter unten sehen werden
(auf deduction closedness wird hier nicht weiter eingegangen). Gleichungstheorien,
die sort preserving sind, haben eine wichtige Eigenschaft, die die Berechnung von
Z-Unifikatoren vereinfacht: Die Gleichheit von Substitutionen erhélt deren Wohlsor-
tiertheit.

Lemma 4.3.2. Sei £ = (X, F) eine sort preserving Gleichungstheorie. Dann gilt

Vo € Suby V7 € Subs : 0 =¢ T = 7 € Subs.

Beweis. Sei ¢ € Suby und 7 € Subs. Dann gilt {z — oz} € Suby fir alle z.
Nach Definition von wohlsortierten Substitutionen gilt Sx(cz) 2 Syg(z) und nach
Voraussetzung (0 =, 7) und weil Z sort preserving ist gilt Sy(72) O Sy (z). Damit
haben wir {z — 72} € Suby fiir alle z und letztlich 7 € Suby. O

Jeder Gleichungstheorie £ = (X, E) kann eine unsortierte Gleichungstheorie E =
(3, E) zugeordnet werden, die durch dieselben Identititen E definiert ist, aber alle
Sorten ignoriert. Eine weitere, fiir die Berechnung von Z-Unifikatoren interessante
Eigenschaft von Gleichungstheorien, wird charakterisiert durch die Beziehung zwi-
schen einer Theorie E und der zugehorigen unsortierten Theorie E.

Definition 4.3.3. Eine Gleichungstheorie £ = (X, E) ist congruence closed, gdw.
fir alle s,t € T(X, X)) gilt s =x t & s =5 .

Ist eine Gleichungstheorie £ congruence closed, dann kann zur Berechnung von E-
Unifikatoren in zwei unabhéngigen, aufeinander folgenden Schritten vorgegangen
werden:

e Ignoriere die Sorten und berechne einen E-Unifikator fiir die unsortierte Theo-
rie ‘E.
e Ignoriere alle Identitdten und passe die berechneten ZE-Unifikatoren an gege-

bene Sorten an.

Proposition 4.3.4. Sei £ = (X, E) eine congruence closed Gleichungstheorie. Dann
gilt
UE(P) N Subz = UZ(P)

fiir alle £-Unifikationsprobleme P.
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4 Unifikation von letrec-Umgebungen

Beweis. Uz(P) N Suby, O Ux(P) folgt direkt aus Subsy, C Subs.

Es wird Uz(P) N Subs C Ux(P) gezeigt. Sei dazu o € Uz(P) N Subs. Damit gilt
0s; =5 ot; fiir alle £-Unifikationsprobleme P = {s; =7 t;} und weil £ congruence
closed ist, haben wir os; =z ot; < 0s; =¢ ot;. D.h. 0 € Ug(P). O

Fiir eine Gleichungstheorie £ = (3, ), die nicht congruence closed ist, hat man
nach dieser Proposition folgende unangenehme Situation: Es gibt Terme s, ¢ fiir die
s =z t und s #¢ t gilt, woraus folgt Id € Uz(s =" t) N Suby und Id ¢ Ug(s =" t).

Die Anpassung von ‘E-Unifikatoren, die berechnet werden, ohne die Sorten zu be-
achten, an die gegebene Sortenstruktur, geschieht durch sogenannte Weakenings.

Definition 4.3.5 (Weakening). Das Weakening-Problem zu einer Substitution
T € Suby ist folgendermafien definiert: Gegeben eine (unsortierte) Substitution
7 € Suby, finde eine wohlsortierte Substitution w € Suby, so dass wr € Suby.
Die wohlsortierte Substitution w wird als Weakening von 7 bezeichnet. Die Men-
ge der Losungen fiir das Weakening-Problem von 7 wird durch Wy(7) bezeichnet.
Analog zu Definition 4.1.6 wird eine vollstandige (minimale) Menge von Weakenings
CWx(r) (bzw. MWx (7)) zu einer Substitution 7 definiert.

Man beachte, dass Weakenings nicht beziiglich Gleichungstheorien definiert sind,
sondern nur beziiglich Signaturen. Fiir regulidre und elementare Signaturen hat die
Menge der Weakenings eine besonders einfache Struktur.

Proposition 4.3.6. Sei X eine endliche, elementare und regulére Signatur und 7 €
Suby, so dass eine wohlsortierte Substitution w existiert mit wr € Suby. Dann
existiert eine minimale, vollstindige Menge MUy (1), die nur aus X-Variablenumbe-
nennungen? besteht.

Beweis. Sei w eine Substitution, so dass wt € Suby, wohlsortiert ist. Sei § eine Sub-
stitution, mit Dom(d) = VRan(r) und Ran(d) bestehe aus neuen Variablen, so dass
LSy (dx) = LSy (wzx). Dann gilt LSy (dTy) = LSy (wty) fiur alle y € VRan(7), weil
¥ elementar ist® und nach Konstruktion von 4. Folglich ist § ein Weakening von
7, auBerdem ist § nach Konstruktion eine Y-Variablenumbenennung. Nach Kon-
struktion gilt auflerdem § Sy, w|VRan(7)], woraus wir folgern, dass CUx(7) existiert
und lediglich aus X-Variablenumbenennungen besteht. Die vollstindige Menge von
Weakenings ist endlich, weil ¥ und VRan(7) endlich sind. Also kann sie zu einer
minimalen vollstdndigen Menge von Weakenings MWy (7) gemacht werden, indem
jeweils nur ein Reprisentant der Aquivalenzklassen beziiglich ~y in MWyg(7) auf-
genommen wird. [

4Eine ¥-Variablenumbenennungen p, muss nicht sort preserving sein, d.h. Sx(pz) = Sx(z) gilt
i.A. nicht fiir alle z € Dom(p).

°In elementaren Signaturen ist die Sorte eines Terms f(t1, ... ,t,) vollstindig bestimmt durch die
Sorte von f und die Sorten der ¢;.
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Um das zentrale Resultat zu beweisen, benotigen wir folgendes technisches Detail:
Alle Variablen einer unsortierten Substitution ¢ in VRan(c) kénnen so gewéhlt
werden, dass sie eine maximale Sorte TOP besitzen, fiir die ST TOP fiir alle S € Sy
gilt. Besitzt eine Signatur keine solche TOP-Sorte, dann kann sie um eine solche
erweitert werden.

Lemma 4.3.7. Sei £ = (X, F) eine Gleichungstheorie. Dann kann zu der Menge
Sy, der Sortensymbole eine Sorte TOP hinzugefiigt werden, mit S C TOP fiir alle
S € Sy, so dass sich an der Instantiierungs-Quasiordnung nichts dndert.

Beweis. Die Menge der Terme T'(X, X) &ndert sich nicht, es kommen nur neue Varia-
blen der Sorte TOP hinzu. Neue Komponenten in Substitutionen sind {xrop +— t},
die wohlsortiert sind und die <; auf alten Substitutionen nicht beeinflussen. [

Korollar 4.3.8. Sei 0 € Subs;. Dann konnen die Variablen in VRan(o) so gewéahlt
werden, dass Sy(xz) = TOP fiir alle x € VRan(X) gilt.

Wir kommen zum zentralen Satz, der angibt, wie £-Unifikatoren fiir eine Gleichungs-
theorie berechnet werden koénnen, die congruence closed und sort preserving ist.

Satz 4.3.9 (Schmidt-Schaufl (1989a)). Sei £ = (X, E) eine Gleichungstheorie, die
congruence closed und sort preserving ist und sei P ein beliebiges E-Unifikations-
problem mit W = Var(P). Dann gilt

fiir alle § € Ug(P)
gibt es o € {wr | 7 € CUZ(P),w € MWx(7)},
so dass o <z O[W].

Beweis. Sei § € Uz(P). Nach Proposition 4.3.4 gilt Uz(P) = Uz(P) N Suby, weil £
congruence closed ist, d.h. § € Uz(P)N Subys. Folglich gibt es fiir § eine (unsortierte)
Substitution 7 € CUgz(P) und eine Substitution § € Subs, so dass Dom(f) =
VRan(7) und 07 =z 6[W]. Nach Korollar 4.3.8 konnen alle Variablen in x € VRan(7)
so gewahlt werden, dass sie die TOP-Sorte besitzen: Sy(z) = TOP. Anwendung der
congruence closed Eigenschaft von £ auf 07 =z §[W] ergibt 07 =4 6[W].

Jetzt ist noch zu zeigen, dass # durch Instantiierung aus einem wohlsortierten mi-
nimalen Weakening von 7 gewonnen werden kann. Dazu wird zuerst gezeigt, dass 6
wohlsortiert ist. Weil £ sort preserving ist, und 67 =z 0[W], § € Suby, gilt, kann man
mit Lemma 4.3.2 folgern, dass 872 wohlsortiert ist fiir alle x € W. Insbesondere sind
alle Terme in Ran(#) wohlsortiert. Es gilt Dom(0) = VRan(7) (nach Konstruktion
von ) und da alle Variablen in VRan(7) so gewéhlt wurden, dass sie die TOP-Sorte
besitzen, gilt Vo € Dom(6) : Sg(x) 2 Sg(0x), d.h. 6 € Subs.
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Halten wir fest, dass 6 und § wohlsortiert sind und 07 = §[W] gilt, d.h. 6 ist ein
Weakening von 7 (Def. 4.3.5). Die minimale vollstéindige Menge MUs (1) existiert®
und wir wéhlen ein w € MUg(7), so dass w Sy 0, d.h. Inp € Subg : nw = O[W].
Einsetzen von nw fiir 0 ergibt nwr = §[W] und folglich wr < J[W]. O

Nach diesem Satz ist {wr | 7 € CUz(P),w € MWx(7)} eine vollstandige Menge von
Unifikatoren fiir ein ‘E-Unifikationsproblem, wenn ‘E sort preserving und congruence
closed ist. Der entscheidende Punkt hierbei ist, dass CUz(P) berechnet werden kann,
ohne die Sorten von E zu beriicksichtigen, und MWx(7) berechnet werden kann,
ohne die definierenden Identitdten von £ zu beriicksichtigen.

4.3.1 Eigenschaften von £, und £

Wir untersuchen die beiden Theorien E%% und £ auf congruence closedness und
sort preservation.

Bemerkung 4.3.10. Die beiden Theorien E5% und EL! verfiigen iiber endliche und

einfache Signaturen. Aus der Einfachheit folgt, dass die Signaturen auch elementar
und regulér sind (vgl. Abschnitt 3.3.2).

Im Allgemeinen ist es unentscheidbar, ob eine Gleichungstheorie congruence closed
ist, was man durch Reduktion auf das Wortproblem” zeigen kann (Schmidt-Schaus,
1989a). Folgendes Lemma gibt ein einfaches Kriterium, mit dem sich fiir endliche, re-
gulére und elementare Signaturen priifen lédsst, ob eine Gleichungstheorie congruence
closed ist. Die Beweise der beiden Lemmata, mit denen sich fiir bestimmte (endli-
che, reguldre und elementare) Gleichungstheorien feststellen lésst, ob sie congruence
closed und sort preserving sind, sind hier ausgespart. Sie sind in Schmidt-Schaufl
(1989a) zu finden.

Lemma 4.3.11. Sei ¥ eine endliche, elementare und regulédre Signatur. Wenn fiir
alle Identitdten s ~ t € E und fiir alle ¥-Variablenumbenennungen p gilt ps €
T(3, X) impliziert p € Suby, dann ist £ congruence closed.

Proposition 4.3.12. Die Theorien £ und £ sind congruence closed.

Beweis. Wir zeigen congruence closedness fiir £ . Sei p eine X-Variablenumbenen-
nung, so dass p({ca|{dslev}}) € T(X*, X). Jetzt ist zu zeigen, dass LSsuet(z) T
LSsye(px) fiir alle x € Dom(p) gilt, was offensichtlich der Fall ist, weil die Wohlsor-
tiertheit von p({{cp|{|dslev[}[}) impliziert p(c), p(d) : B und p(e) : RC U.

Der Beweis geht analog fiir £, . O

6Fiir reguldre elementare Signaturen nach Proposition 4.3.6, im allgemeinen Fall siche Schmidt-
Schauf} (1989a), S. 96.
"Gegeben eine Gleichungstheorie £ und Terme s,t. Gilt s = t?
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Die Eigenschaft sort preservation ist ebenfalls unentscheidbar fiir den allgemeinen
Fall, allerdings ist die Eigenschaft entscheidbar, wenn die Signatur endlich, elementar
und regulér ist.

Lemma 4.3.13. Sei ¥ eine endliche und elementare Signatur.

1. Fiir alle 0 € Subs, und fiir alle s =~ t € F gilt

Sy (0s) = Sg(ot) < =g ist sort preserving.

2. Sei ¥ auBerdem reguléir. Wenn fiir alle wohlsortierten »-Variablenumbenen-
nungen p und fir alle s = t € E gilt LSy(ps) = LSx(pt), dann folgt Vo €
Suby Vs~t € FE: LSx(os) = LSx(ot).

Proposition 4.3.14. Die Theorien E5% und £% sind sort preserving.

Beweis. Es wird sort preservation fiir €% gezeigt. Dazu muss fiir alle wohlsortier-
ten Y-Variablenumbenennungen p gepriift werden, ob LSx(p({cs|{ldgslev[}[})) =
LSs(p({ds|{calev}})) gilt. Als wohlsortierte Y- Variablenumbenennungen kommen
in Frage: p={c—d,d— d,e— e} mit ,d : B, ¢ : RC U, wofiir die Bedingung
erfiillt ist. Sort preservation fiir £ folgt dann aus der ersten Aussage von Lemma
4.3.13.

Der Beweis fiir die Theorie £ geht analog. O

Beide Theorien sind sowohl congruence closed als auch sort preserving. Damit
konnen in beiden Theorien Unifikatoren auf die beschriebene Art in zwei unabhéngi-
gen Schritten berechnet werden. Alle Sorten konnen zunéchst ignoriert werden. Zur
Unifikation von Termen mit einem assoziativen und kommutativen, bzw. einem links-
kommutativen Funktionssymbol kann ein Unifikationsalgorithmus verwendet wer-
den, der Terme unter Beriicksichtigung der entsprechenden Axiome unifiziert. Wie
wir bereits am Ende von Abschnitt 4.2 bemerkt haben, existierten fiir AC- und Cl-
Funktionssymbole eine Reihe von Unifikationsalgorithmen, auf die zuriickgegriffen
werden kann. Betrachten wir zunéchst die generelle Vorgehensweise zur Unifikation
von AC-Funktionssymbolen.

Aufgrund der hohen Bedeutung von AC-Funktionssymbolen existiert eine Vielzahl
von Arbeiten, die sich mit deren Unifikation beschiftigen (fiir eine Ubersicht sie-
he die bereits zitierten Arbeiten, sowie Baader und Snyder (2001)). AC-Unifikation
verwendet (semantische) Eigenschaften der durch die AC-Theorie definierten frei-
en Algebren, um Unifikationsprobleme in Gleichungen iiber bestimmte algebrai-
sche Strukturen (Diophantische Gleichungen) zu iibersetzen und dann mit Hilfe
bekannter mathematischer Resultate zu 16sen. Dabei wurden historisch zunéchst
nur AC-Unifikationsprobleme zwischen Termen betrachtet, die lediglich AC-Funkti-
onssymbole, Konstanten und Variablen enthielten (Stickel (1975), Livesey und Siek-
mann (1976)). Um Unifikationsprobleme mit zusétzlichen freien Funktionssymbolen
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(das sind Funktionssymbole, die nicht assoziativ und kommutativ sind) zu l6sen,
benétigt man zusétzlich die Theorie zur Kombination von Unifikationsalgorithmen
(Schmidt-Schaufl (1989b), Baader und Schulz (1996)). Da letrec-Umgebungen i.A.
freie Funktionssymbole ({-} und b(-,-)) enthalten, muss die Kombination von Unifi-
kationsalgorithmen fiir allgemeine Unifikation von AC-Funktionssymbolen beriick-
sichtigt werden.

Unifikationsalgorithmen fiir C'l-Funktionssymbole folgen einem eher syntaktischen
Ansatz. Unifikationsprobleme werden schrittweise in geloste Form transformiert. Die
Decomposition-Regel wird fiir das C'l-Funktionssymbol durch eine Regel ersetzt, die
Vertauschbarkeit von Argumenten beriicksichtigt. In der Literatur ist dieser Ansatz
unter dem Stichwort ,, Unifikation von (Multi-) Mengen® zu finden (Dovier, Policriti,
& Rossi, 1998; Dantsin & Voronkov, 1999; Dovier et al., 2006). Wie wir gesehen
haben (Bemerkung 4.1.3), stellt die Cl-Theorie eine Einschrinkung der AC-Theorie
dar, da die Anzahl der Variablen der Sorte U in Cl-Umgebungstermen auf eins be-
schriankt ist, im Gegensatz zu AC-Umgebungstermen, die beliebig viele Variablen
der Sorte U enthalten kénnen (zum Verhéltnis von AC-Theorien zu Cl-Theorien
sieche auch Dovier, Pontelli, und Rossi (1998)). Allerdings ist die Cl-Theorie aus-
reichend, um Vertauschbarkeit von Elementen in letrec-Umgebungen zu axioma-
tisieren (Bemerkung 4.1.3). Sie ermoglicht einen Unifikationsalgorithmus, der sich
im Rahmen der bisher behandelten (syntaktischen) Begriffe bewegt, ohne zusétzlich
auf Methoden zuriickzugreifen, die semantische Eigenschaften der Gleichungstheori-
en verwenden. Ein Vorteil dieses syntaktischen Ansatzes ist, dass er direkt mit den
in Kapitel 3 definierten Unifikationsregeln fiir regulére Signaturen verwendet werden
kann. Ein Vorgehen in zwei Schritten wie oben beschrieben, ist nicht notwendig.®
Aus diesem Grund, und da sich die beiden Theorien beziiglich der Berechenbarkeits-
eigenschaften nicht unterscheiden, fillt die Wahl hier auf die £X/-Theorie anstelle
der £t Theorie, um die Vertauschbarkeit von Elementen in letrec-Umgebung zu
reprasentieren.

Nachdem die Entscheidung auf die EX-Theorie gefallen ist, betrachten wir noch

einmal genau, wie letrec-Umgebungen in Ef{ﬁ.l}—Terme iibersetzt werden.

Definition 4.3.15. Die in Abschnitt 3.3 definierte Abbildung [ ] : A —

T(X%, X), wird folgendermafien zu einer Abbildung [ ] : Al — T(E{ﬁﬂ,X ) er-
weitert, um letrec-Umgebungen zu iibersetzen.
[(letrec {Env} in s)] = letrec([Env], [s])
[{Env,z1 = s1,...,2, = sp}] = [{z1 = $1,..., 20 = 5, Env}]
{x1 =5s1,..., Env,...;x, = $u}] = [{x1 = s1,. .., 20 = S, Env}]
[{z1 = s1,22 = s9, ..., 2y = S }] = {l[x1 = s1]|[{z2 = s2, ..., 20 = sn}][}

8Schon aus dem Grunde nicht, weil die Signatur X'** iiber einen eindeutigen Unifikationstyp
verfiigt.
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[{z = s, Env}] = {[z = s]|[Env]}
[{z = s}] = {z = 110}
[x = s] = bind([x], [s])

Aufgrund der Sorte B — U — U des Funktionssymbols { - | - [} muss die Um-
gebungsvariable an die letzte Position in der Umgebung getauscht werden. Ist in
einer Umgebung keine Umgebungsvariable enthalten, muss das zusétzliche Kon-
stantensymbol @) an letzter Position durch die Ubersetzung eingefiigt werden. So
wird sichergestellt, dass bei der Ubersetzung keine Umgebungen der Form {b; |by |}
mit by, by Terme der Sorte B entstehen. Umgebungsterme dieser Form werden ver-
mieden, weil fiir Unifikationsprobleme der Gestalt {|b;|bo[} =" {b3|bs]} das Cl-Axiom
nicht anwendbar ist, und deshalb nicht alle méglichen Unifikatoren berechnet wer-
den. Fiir das Problem {|b1|{|bo|0} [} =" {|bs]{04]0]} |} ist das Cl-Axiom anwendbar und
alle Unifikatoren kénnen wie erwartet berechnet werden.

Fiir einen Zlﬁ,‘}—Umgebungsterm wird verkiirzt {|sq,. .., sm|S|} geschrieben, anstatt
{s1l{ - - - Alsm|S[-- - [}[}. Ist S = 0, schreiben wir {|s1,. .., s;,[}. Im weiteren Verlauf
bezeichnen X,Y, N Variablen der Sorte U, die auch Umgebungsvariablen genannt
werden.

4.4 Unifikation in £/

In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus vorgestellt, um Unifikatoren fiir £/~ Unifi-
kationsprobleme zu berechnen. Da das links-kommutative Funktionssymbol {|-|-[} als
Multimengenkonstruktor verstanden werden kann, orientieren wir uns an Arbeiten
zur Unifikation von Multimengen. Der Algorithmus wird beziiglich der Theorie X!
erkldrt. Er kann aber zur Unifikation von beliebigen Y-Termen verwendet werden,
wenn

e Y eine regulédre und elementare Signatur ist und

e in der Signatur ein Cl-Funktionssymbol enthalten ist, das eine vergleichbare
Sorte wie {| - | - [} besitzt.

Ein Unifikator fiir ein gegebenes Unifikationsproblem wird durch Transformati-
on des Problems in geloste Form berechnet. Dazu werden die Unifikationsregeln
des vorhergehenden Kapitels verwendet, wobei die Decomposition Regel fiir das
Cl-Funktionssymbol { - | - [} ersetzt wird durch eine spezielle Unifikationsregel,
die Vertauschbarkeit von Argumenten beriicksichtigt, da die Transformation von
{81, 8m|S[F =" {t1, ..., ta|T|} mit Decomposition i.A. in Nicht-Unifizierbarkeit
resultiert und nicht alle moglichen Unifikatoren gefunden werden.

Definition 4.4.1. Sei P ein £Y/-Unifikationsproblem. Die Unifikationsregeln fiir
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regulire Signaturen (Definition 3.4.13) werden folgendermafien erweitert und modi-
fiziert (nach Dovier, Policriti, & Rossi, 1998):

Decomposition
{f(s1,...5,) =" fltr,...th)}WP = {s1="t1,...8, = t,} UP
wenn f € X" —{{| - |- [t}.
U — Decomposition
{tlsh =" |s'PreP= i) {t="ts="sIUP
it) {s ="{{t'|N} {tIN} =" s}u P

wobel N eine neue Variable der Sorte U ist.

Die Regel U-Decomposition wird im weiteren Verlauf abgekiirzt bezeichnet als U-
Dec. Zur Unifikation von Gleichungen der Art {si, ..., s,|S} =7 {t1,.. ., ta|T|} wird
nichtdeterministisch eine der Transformationsmoglichkeiten i) oder i7) der U-Dec-
Regel gewihlt.

Fiir Unifikationsprobleme zwischen zwei Umgebungen, die beide dieselbe Umge-
bungsvariable X enthalten, konnen die oben definierten Unifikationsregeln zu einer
nicht terminierenden Folge von Transformationen fiithren. Beispielsweise

XD = fulX
L2, X = Qi 1IN =7 X)
B, X = QN AND = JulND)

Das letzte Unifikationsproblem ist mindestens so kompliziert wie das erste. Diesem
Problem kann man begegnen, indem man sich {iberlegt, dass eine Gleichung zwischen
Umgebungen, in der dieselbe Umgebungsvariable in beiden Umgebungen vorkommt,
nur dann eine Losung besitzt (unter C1), wenn beide Umgebungen genau die gleiche
Anzahl von Elementen besitzen. Die Regel U-Dec wird dann aufgespalten in die
Félle:

1. Die Umgebungsvariablen zweier zu unifizierender Umgebungen sind gleich,
dann ersetze beide Variablen durch die Konstante () und unifiziere die resul-
tierenden Umgebungen. Oder

2. die zu unifizierenden Umgebungen besitzen keine gemeinsamen Umgebungs-
variablen, dann unifiziere die Umgebungen wie unter U-Dec angegeben.

Um die entsprechenden modifizierten Unifikationsregeln zu definieren, bendtigen wir
eine Methode, die Umgebungsvariablen zweier Umgebungen zu vergleichen. Wir
definieren

tail(s) = s, wenn s ein Term mit Wurzelsymbol ungleich { - | - [} ist und

tail({|t|sl}) = tail(s).
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Definition 4.4.2. Die modifizierten Unifikationsregeln, die Nichtterminierung aus-
schlieflen fiir den Fall, dass zwei zu unifizierende Umgebungen dieselbe Variable
enthalten, sind folgendermaflen definiert.

U — Decomposition
{tlsh =" {|s'PreP= d) {t="ts="s}UP
ii) {s =" {#'IN[} {tIN}} = s} U P
wenn tail(s) und tail(s’) nicht dieselbe Variable X der Sorte U bezeichnen.
N ist eine neue Variable der Sorte U.
U — Decompositionx
{{tlsh =" {#1s'D}w P = {{tlsh =" Juls'}} U P
wenn tail(s) = tail(s') = X : U.
5,5 sind gleich s, s’ mit tail(s), tail(s') durch () ersetzt.
U — Fail
{itlsl =" {'|s'hwP = L
wenn tail(s) = tail(s') = () und

s, 8’ besitzen nicht die gleiche Anzahl von Elementen.

4.4.1 Terminierung

Terminierung fiir den Unifikationsalgorithmus mit der U-Dec Regel zu zeigen, wird
erschwert durch die Einfithrung neuer Variablen bei der Anwendung von U-Dec ii).
Die Variablen werden so eingefiihrt, dass sie nicht direkt eliminiert werden kénnen,
so wie es beim Beweis der Terminierung ohne U-Dec Transformation fiir die Regeln
Subsort und Common Subsort der Fall war (siche Lemma 3.4.17). Ziel dieses Ab-
schnittes ist es zu zeigen, dass der Algorithmus mit der zusétzlichen Regel trotzdem
fiir alle £/~ Unifikationsprobleme terminiert. Die Uberlegung dazu sieht folgender-
mafen aus: Jedem EX-Unifikationsproblem wird ein Komplexitéitsmaf zugeordnet.
Bei der Unifikation von zwei Umgebungstermen vergréflert eine Anwendung von
U-Dec ii) dieses Mafl zunéchst. Allerdings kann die Gleichung zwischen den Um-
gebungstermen durch eine Folge von Transformationen komplett zerlegt werden, so
dass sich das Komplexitédtsmafl am Ende dieser Zerlegung verkleinert hat. Komplette
Zerlegung von Gleichungen zwischen Umgebungen definieren wir folgendermaflen:

Definition 4.4.3 (Semi-geloste Form). Ein Unifikationsproblem
P = {Xl =’ ul,...Xm =’ U, S1 =’ tl,...Sn =’ tn}
ist in semi-geloster Form, gdw.

e alle X; paarweise verschiedene Variablen, der Sorte U sind, die nicht in u; und
t; vorkommen. Und
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e fiir alle Gleichungen s; =’ t; gilt, dass die Wurzelsymbole von s;,t; ungleich

{1 sind.

Wenn ein Unifikationsproblem zwischen Umgebungen losbar ist, dann kann es in
eine semi-geloste Form transformiert werden. Bei dieser Transformation werden i.A.
neue Variablen der Sorte U eingefiihrt, die aber fast alle (d.h. entweder alle oder alle
bis auf eine) in geldste Form® gebracht werden kénnen, wie wir im Folgenden sehen
werden.

Lemma 4.4.4.S5ei P = {{si,...,salS} =" {ti,...t.|T}} ein E&-
Unifikationsproblem mit Ufzcelt(P) # 0. S und T sind Terme deren Wurzelsymbol
ungleich { - | - [} ist.

Dann kann P durch eine endliche Folge von Transformationen in eine semi-geloste
Form S gebracht werden und fiir alle solche Transformationsfolgen gilt, dass .S von
folgender Gestalt ist:

{Sil :? tj1>"'78ik :? t]k}UGUH

mit i, ...,9 € {0,...,m}, j1,...,jr € {0,...,n}. Die Menge H ist leer oder enthélt
endlich viele Gleichungen N; =7 u; in geloster Form. G ist eine endliche Menge von
Unifikationsgleichungen, die von der Form von S und 7" abhéngig sind:

1. S und T sind keine Variablen der Sorte U, dann ist G = {S =7 T} und es
muss m = n gelten, da sonst P keine Losung besitzt.

2. S und T sind verschiedene Variablen der Sorte U, dann ist G = {S =’
{tieirs I NET =" {851y 80| N} mit m,n > k und N ist eine
neue Variable der Sorte U.

3. S : U ist Variable und T : U ist Variable (T # S) oder T : U ist ein Term.
Dann ist G = {S =" {lt,,,,--.,t;,|T[}} mit n > k. Falls m = n gilt, ist auch
noch der Fall G = {S =" T'} méglich. Oder

4. T : U ist Variable und S : U ist Variable (S # T') oder S : U ist ein Term.
Dann ist G = {T =" {si,,,-- -, 8, |S[t} mit m > k. Falls m = n gilt ist auch
noch der Fall G = {T =" S} moglich.

Bewezs.

Durch Induktion iiber die Anzahl der Variablen m und n mit Fallunterscheidung
iiber die Terme S und 7. Dabei miissen alle méglichen Transformationen ausgehend
von P betrachtet werden, die P in semi-geloste Form bringen.

9Ein Variable z ist im Unifikationsproblem P in geldster Form, gdw. x in P genau einmal in einer
Gleichung = = t vorkommt und = ¢ Var(t).

OF{ir den Fall T = S werden die beiden Variablen durch die Konstante () ersetzt (U-Decx). Wir
befinden uns dann in Fall 1.
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Wir gehen der Einfachheit halber davon aus, dass S nicht in den s; und 7" nicht in
den t; vorkommt.!

m=1,n=1: P={{s]|S]} = {t:|T|}} kann transformiert werden zu

a) U-Deci) = {s1="1,,S="T} oder
b) U-Dec ii) = {S =" {{t:|N [}, {s:|N[} =" T}.

Sind beide Terme S und T keine Variablen der Sorte U, dann ist a) in semi-
geloster Form (Fall 1) und b) besitzt keine Losung. Der gleiche Fall gilt, falls
einer der beiden Terme keine Variable der Sorte U ist (nach eventueller Orien-
tierung). Sind S, T beides Variablen der Sorte U, dann sind die Probleme a)
(Fall 3) und b) (Fall 2) nach einem Orient-Schritt fiir 7" in semi-geloster Form.

Um zu sehen, wie die Félle 3 und 4 des Lemmas zustande kommen und wie die
Gleichungen in H aussehen, betrachten wir den Fall:
m=1,n=2: P={{s]|S[} = {t1,t2|T}} kann transformiert werden zu

a) U-Deci) = {s; ="t1,S8 =" {tz|T[}} oder

b) U-Dec ii) = {S =" {{t:N[}, {s1|N[} =" {{t2|T'[}}.

Problem a) ist in semi-geloster Form, (Fall 3) wenn S eine Variable mit Sorte U
ist. Problem b) muss noch weiter transformiert werden. Folgende Moglichkeiten
bestehen:

¢) U-Deci) = {S="{t|N},s1 ="to, N="T} oder
&) U-Dec i) = {5 = (1NN = JtalValy {sulValy = T,

Falls S : U eine Variable ist, kann Problem ¢) durch Variable Elimination von
N in semi-geloste Form (Fall 3) gebracht werden. Die Gleichung N =7 T ist in
der Menge H. Das Unifikationsproblem d) kann ebenfalls in semi-geloste Form
gebracht werden, falls S, T : U Variablen sind und Variable Elimination auf N
sowie Orient auf T' angewendet wird: {S =" {t1,t2|No[}, N =" {{to| No[}, T ="
{s1|No[}} (Fall 2). Die Gleichung N =" {|t5| N[} befindet sich in H.

Ist S keine Variable der Sorte U, oder S und 7T sind beides keine Variablen
der Sorte U, dann besitzt P keine Losung.

Fiir m = 2,n = 1 haben wir T =" {|s;|S[} (Fall 4) anstelle von S =" {|t;|S[},
ansonsten ist der Fall analog.

m=1,n—n+1 , (Induktionsschritt fiir n).

Transformiere P = {{s1|S[} =" {t1,. .., tns1|T|}} zu

Djese Annahme gilt, weil die Unifikationsprobleme, die zur Berechnung von Uberlappungen
gelost werden miissen eingeschriankt sind. Siehe dazu Definition 6.3.4 im Kapitel 6 iiber die
Unifikation von Termen mit Kontextvariablen.
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a) U-Deci) = {s1="t1,8 ="{to,..., tara|T]}} oder

b) U-Dec ii) = {S =" {{t;|N[}, {s1|N[} =" {ta, ..., tara| T}H}.

Wenn S : U eine Variable ist, dann ist a) in semi-geloster Form (Fall 3), sonst
besitzt P keine Losung. Die erste Gleichung von Problem b) ist in semi-gelster

Form. Auf die zweite Gleichung ist die Induktionsannahme anwendbar, da die
Umgebung {ts, .. .%,+1| N[} nur noch n Elemente besitzt.

Der Induktionsschritt m — m + 1 verlduft analog. Folglich enden alle Transfor-
mationsfolgen, die ein Unifikationsproblem zwischen Umgebungen in semi-geloste
Form bringen, mit einem Problem, das einer der im Lemma angegebenen Formen
entspricht. [

Bemerkung 4.4.5. Eine Folge von Transformationen, die ein Unifikationsproblem
in semi-geloste Form transformiert, besteht lediglich aus U-Dec, U-Decx, Orientation
und Variable Elimination Transformationen. Insbesondere werden keine anderen
Transformationen angewendet, die neue Variablen einfithren (etwa Common Subsort
oder Weakening).

Wir halten eine wichtige Tatsache, die zum Beweis der Terminierung notwendig ist,
fest: Entweder ist die Menge H aus obigem Lemma (4.4.4) leer (wenn alle Elemente
zweier zu unifizierender Umgebungen untereinander unifiziert werden), oder alle
Gleichungen der Menge H haben eine der folgenden Formen, wobei N;, N : U jeweils
paarweise verschiedene, neu eingefiithrte Variablen sind:

o Ny ="{uy,...,wl} mit u; € {s1,...,8m,t1,...,t} (Fall 1),
o Ny ="Auy,... w|N[} mit u; € {s1,...,8m,t1,...,t,} (Fall 2),
o N, =" {It 5, | Ty (Fall 3),

o Ni="{Isi.ys- 50, S} (Fall 4),

e N; =" X mit X gleich S oder T (Fille 2, 3, 4) oder gleich N (Fall 2) oder
gleich () (Fall 1).

Jk41 "

D.h. nach einer Folge von Transformationen eines Unifikationsproblems in semi-
geloste Form, sind alle neuen Variablen bis auf N in geloster Form, unabhéngig
davon, wie viele Variablen neu eingefiithrt wurden.

Korollar 4.4.6. Wird ein Unifikationsproblem durch eine beliebige Folge von Trans-
formationen in semi-geloste Form gebracht, dann enthélt die semi-geloste Form ma-
ximal eine neue Variable, die nicht in geloster Form ist (Fall 2 aus Lemma 4.4.4, in
den Féllen 1, 3 und 4 werden keine neuen, nicht gelosten Variablen eingefiihrt).

Betrachte zur Veranschaulichung der Gleichungen in der Menge H auch

Beispiel 4.4.12 und Abbildung 4.1. Dort sind alle Transformationsméglichkeiten eines
Unifikationsproblems {|s1, so|S[} =" {|t1, t2|T'[}, fiir S, T Variablen der Sorte U, nach
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{Is2l S} =" {t1 N}
{Isi N[} =" {|t|T]}

y Wi)
=7 N.
TN S ="{t1[ N[t

.
Sy ="1,5 = ?
7 {Isa| Vot =" NV
{s1[N[t =" {t2|T'} ,
{s1|N[p =" {Jt=| T}
Dec ii) Dec ii)
Dec i) Dec i)
) ) S =" {|t,| V.
9 7 Sg =" tlaS :? N S =" {|t1|N2|} N{| 1|_?2]|{7
Sy ="1,5="N _? 2 52| Naft =
_7 _? N = {|t2|N2|} {‘82|N2‘} ="N 7
S1 = tQ,N— T N. 2 T 9 9 N = {|t2|N3|}
{‘31‘ 2|}_ s1="1t, N="T {‘81|N3‘} T
Elim N Orient N, Elim N
Elim N Elim N
Orient T Orient T
woh S=T{uIN | 5= M)
So="1,S="T S =, {[t2| Naf} N ="{lsa|Nalt | {ls2 Nof} =" {ta| N3}
s1="t5, N="T N =" {ta|Nalt s1 ="ty N =" {ta| N3}
T =" {[s1| Nof} T =" {ls5| N} {s1|Nsly =" T
/4 . . Dec i) .
/ Orient N, Elim N Dec ii)
/ ?
? S ="{ta| No}
/ S =" {|t1| V.
Ss=qumy ) 5T I )
oriene 1/ N ="l Nolt =7 P sl = N
) e I B I
/ S1[4V3|y =
) Dec i) Elim Na Elim N | Orient Nj
// Dec i) ee Orient T i Elim N
/ , S =7 {|t,|Ns]} S =" {t1, t2| Naf}
S :i {t1|Na [} S :;7 {lt1| N[} s =" 1 Ny =° {It2| N}
N = {|f2|N2|} N = {|i2‘N2|} Ny =" Nj Ny =" {Is2| Nal}
s1="1 {2 Nof} =" {Jta N5y N =7 {{ta| Ny[} 7
7 2 214V3 N =" {|ta, so| N4}
- 1 3 — ?
e A S = Y B Py T
Decii) 7 — U5, 521N

Dec i) ~ Elim Na, Orient T P
7 g » OrientN3, Elim N3
s

K g S =7 {t;| N} “ Elim Ny, OrientT
5—7 {|t1|N2|} N:? {|82‘N2|}
Sg ="1o, Ny =" Ny ? e
? {Is2| Naft =" N3
{s1|N3l} =" T 51| Ns } _top

Abbildung 4.1. Alle méglichen Transformationen von {sy, s5|S[} =7 {t1, t2|T[} nach
einem U-Dec ii)-Schritt.
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einem U-Dec ii)-Schritt zu sehen (das entspricht dem Fall m = n = 2 aus Lemma
4.4.4). Wir gehen der Einfachheit halber davon aus, dass S nicht in den s; und
T nicht in den t; vorkommt. Die Gleichungen, die sich in H befinden, sind in der
Abbildung unterstrichen.

Um die Terminierung des Unifikationsalgorithmus mit der U-Dec-Regel zu zeigen,
wird der Algorithmus Unify aus Abschnitt 3.4.1 folgendermafien modifiziert: Wende
auf ein Unifikationsproblem P eine beliebige Transformationsregel aus Definition
4.4.2 an. Ist die angewendete Unifikationsregel U-Dec, die eine Gleichung e € P
zwischen Umgebungen transformiert, dann bringe das Teilproblem e in semi-geltste
Form. An dieser Stelle wird der Nichtdeterminismus des urspriinglichen Algorith-
mus eingeschriankt, indem alle Transformationen, die e in semi-geloste Form brin-
gen, vorgezogen werden. Der Grund fiir dieses Vorgehen liegt darin, dass sich ein
Unifikationsproblemen zugeordnetes Komplexitdtsmafl nach dieser Folge von Trans-
formationen verringert (was im Beweis von Satz 4.4.7 gezeigt wird). Der modifizierte
Unifikationsalgorithmus ist in Abbildung 4.2 zu sehen.

Unify-Cl (P) =
if es gibt eine Gleichung e = (s ='t)€ P,
so dass fuer die Anwendung einer Unifikationsregeln auf e gilt : P= P’
then if s und t haben beide { - | - |} als Wurzelsymbol
then transformiere e in semi-geloeste Form €',
werden dabei Variablen eliminiert,
dann eliminiere diese aus e und P — {e}.
Anschliessend rufe Unify-Cl (e’ U P — {e}) auf
else Unify-Cl (P’)
else if P ist in geloester Form then return op
else return P ist nicht loesbar

Abbildung 4.2. Unify-CI

Satz 4.4.7. Unify-Cl terminiert fiir alle £%/-Unifikationsprobleme P.

Beweis. Einem Unifikationsproblem P wird das Komplexitiatsmafl (n,ny) zugeord-
net, so dass

ny die Anzahl der Variablen in P ist, die nicht gelost sind, und

ng sei p = max{|s| | s ="t € P}. Fir i = 0,...p sei n(i) die Anzahl der
nicht gelosten Gleichungen s =° ¢t € P, so dass |s| = i. Dann ist ny die Liste
[(p), n(p — 1), ..., n(0)].
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Es wird folgende (fundierte) Ordnung auf Listen [, [ definiert:

l1 <ust la , gdw. length(ly) < length(ly) oder
length(ly) = length(ly) und head(ly) < head(lz) oder
length(ly) = length(ly), head(ly) < head(ly) und tail(ly) < tail(ly)

Jede Anwendung einer Unifikationsregel bis auf U-Dec ii) verkleinert das Tupel
beziiglich der lexikographischen Ordnung auf (nq, n):

n1 No
Tautology > >
Orientation > >
Decomposition > >
Elimination >
Umg Decomposition i) > >
Subsort* >
CommonSubsort* >

Die Uberlegungen hierzu sind analog zum Beweis der Terminierung von Unify (Lem-
ma 3.4.17). Weil Elﬁ‘} eine einfache Signatur ist, vernachlissigen wir wieder die
Weakening-Regel, die aber fiir regulére, elementare Signaturen so modifiziert wer-
den kann, dass eine Anwendung das Komplexitdtsmafl verkleinert.

Eine Anwendung der Regel U-Dec ii) vergrofiert die Menge der nicht gelosten Va-
riablen von P zunéchst um 1, da eine neue, nicht direkt eliminierbare Variable
eingefithrt wird. Die Gleichung e, die zur Anwendung von U-Dec ii) gefiihrt hat,
ist von der Form e = {|s1,...,5,|S[} =7 {t1,...t.|T]}. Eine solche Gleichung wird
durch Unify-Cl in semi-geloste Form transformiert, deren Gestalt nach Lemma 4.4.4
bekannt ist. Sind S, T" keine Variablen der Sorte U, dann sind wir in Fall 1 des Lem-
mas. Nach Korollar 4.4.6 sind alle neu eingefiihrten Variablen in geloster Form, d.h.
ny hat sich nicht vergréflert. Die Anzahl der Gleichungen des Unifikationsproblems
kann angewachsen sein, da neue Gleichungen (in die Menge H) eingefiihrt werden
konnen. Allerdings werden die beiden Umgebungsterme der Unifikationsgleichung e
komplett zerlegt. Durch diese Transformation in semi-geloste Form verkleinert sich
ny. Diese Uberlegung gilt auch, wenn S und 7' Umgebungsvariablen sind mit S = T,
da dann beide Variablen durch die Konstante () ersetzt werden (durch die Regel U-
Decx) und das resultierende Unifikationsproblem in semi-geloste Form transformiert
wird.

Wenn S # T beides Variablen sind, dann wird e zu einer semi-gelosten Form der
Gestalt aus Fall 2 (bzw. 3 oder 4, siche unten) des Lemmas 4.4.4 transformiert.
Nach Korollar 4.4.6 wurde eine neue Variable eingefiihrt, die nicht in geloster Form
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ist. Die beiden Variablen S, T sind aus P eliminierbar. Nach diesen beiden Variable
Elimination-Schritten verringert sich die Anzahl der nicht gelésten Variablen n; um
1.

Ist mindestens einer der beiden Terme S oder T eine Variable der Sorte U, dann
endet die Transformation mit einem Unifikationsproblem, dessen Gestalt Fall 3 oder
4 aus Lemma 4.4.4 entspricht. Alle neuen Variablen sind in geloster Form (nach Ko-
rollar 4.4.6). Eine der beiden Variablen S oder T ist aus P eliminierbar, wodurch n,
um 1 verkleinert wird. D.h. nach einer beliebigen Folge von Transformationen einer
Gleichung zwischen Umgebungen in semi-geldste Form und anschlieSender Variable
Elimination (die unter Umsténden zweimal durchgefiihrt werden muss), verringert
sich das Komplexitdtsmaf:

ny No N3
U-Decii) > > Fall 1 aus Lemma 4.4.4, oder
U-Dec ii) > Falle 2,3 oder 4 aus Lemma 4.4.4. [

4.4.2 Vollstandigkeit

Die Vollsténdigkeit aller verwendeten Unifikationsregeln, auler U-Dec wurde bereits
gezeigt (Lemma 3.4.15). Bei der U-Dec-Regel handelt es sich offensichtlich nicht um
eine vollstandige Transformationsregel. Der Vollstandigkeitsbeweis muss deshalb zei-
gen, dass Unify-Cl eine vollstiandige Unifikationsprozedur in dem Sinne ist, dass fiir
alle £/~ Unifikationsprobleme und fiir alle 7 € Ugie(P) ein Unifikationsproblem S
in geloster Form existiert, so dass P zu S transformierbar ist und og S,Ezcelt T gilt.
Hierbei kann man sich, wegen der Vorgehensweise des Unifikationsalgorithmus und
der bereits gezeigten Vollstandigkeit der anderen Unifikationsregeln, auf die Trans-
formationsfolgen von Teilproblemen der Art {|-|- [} = { |- [} in semi-geléste Form
beschranken. Unter Verwendung von Lemma 4.4.4 kann fiir diese Transformationsfol-
gen gezeigt werden, dass sie korrekte (Folgen von) Transformationen sind. Betrachtet
man dann den vollstindigen Baum aller nichtdeterministischen Verzweigungen der
Transformationen (siehe Definition 4.4.11) und verwendet die Terminierung des Uni-
fikationsalgorithmus, kann die Vollstiandigkeit von Unify-Cl gezeigt werden. Dieses
Vorgehen ist allerdings technisch etwas aufwendig. Aus diesem Grund vollziehen wir
eine Uberlegung aus Dovier, Policriti, und Rossi (1998) nach, die die Vollstandigkeit
auf eine andere Art zeigt.

Dazu losen wir uns etwas von der durch Termersetzung geprégten Sichtweise auf
Identitaten, die wir bisher als Ersetzungsregeln verstanden haben, die es erlauben,
in Termen Instanzen einer Seite durch die entsprechende Instanz der anderen Seite
zu ersetzen. Wir betrachten das C'l-Axiom als Formel der Logik erster Stufe, die
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Vertauschbarkeit von Elementen einer Multimenge (d.h. Umgebung) axiomatisiert:
Cl:=Vz,y,z: {lzl{lylz}[} = {Jy{l=[]}-

Ein anderes Axiom, das ebenfalls Gleichheit von Multimengen unter der Eigenschaft
der Vertauschbarkeit von Elementen axiomatisiert, ist durch die Formel:

K = Yyi,y2,v1,v2 : {yr|o]} = {ye|vel} ©
(y1 =y1 Avp =1v9) V
Jz (v = {Jyalz} Av2 = {ualz]}).

gegeben.

Die beiden Axiome stehen in folgendem Verhéltnis zueinander:

Proposition 4.4.8. Die Axiome K und C1 sind dquivalent.

Beweis. K = Cl: Seien {|z,y|z|} und {y,x|z[} gegeben mit z # y (da fir z = y
die Gleichheit offensichtlich ist). Nach K gilt {z,y|z[} = {ly,z|z|}, gdw. es ein k
gibt, so dass {|ly|z[} = {ly|k[} und {z|z[} = {=|k[}. Wihle k gleich z und wir haben

(= ylzly = {ly, «|=]}-
Cl = K: Seien ebenfalls {|z, y|z[} und {|y, xz|z[} gegeben mit = # y. Nach CI haben

vail" = ylzlh = {ly, x|z, dhe {lylzl = {ylkl und {Jz|zlt = {|k] gilt fir k= 2.

Satz 4.4.9. Unify-Cl ist eine vollstindige Unifikationsprozedur fiir £ -Unifikati-
onsprobleme.

Beweis. Alle Unifikationsregeln aufler U-Dec und U-Decx sind vollstéindige Trans-
formationen fiir £ -Unifikationsprobleme, wie in Lemma 3.4.15 des vorhergehen-
den Kapitels gezeigt wurde. Die U-Decx-Regel ist eine vollstdndige Unifikationsre-
gel, weil eine Unifikationsgleichung {|sy, ..., sm| X[} = {|t1,...,t,| X[} eine Losung
besitzt gdw. {s1,...,8n} = {t1,...,t.]} eine Losung besitzt. Eine Gleichung
{81, 8m[t = {t1,...,ta]} besitzt keine Losung, wenn n # m gilt, d.h. U-Fail
ist eine vollstéindige Unifikationsregel. Die Vollstandigkeit von Unify-Cl folgt aus
Proposition 4.4.8 und der strikten Analogie der U-Dec-Regel zu Axiom K. [

4.4.3 Unifikationstyp, Berechnung einer vollstandigen Menge
von Unifikatoren und Komplexitat

Satz 4.4.10. Die Gleichungstheorie % besitzt den Unifikationstyp endlich.
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4 Unifikation von letrec-Umgebungen

Beweis. Der Algorithmus Unify-Cl zur Lésung von £%! -Unifikationsproblemen ter-
miniert (Satz 4.4.7) und ist vollstandig (Satz 4.4.9). Auflerdem besitzt der Baum
der nichtdeterministischen Verzweigungsmoglichkeiten der Transformationen einen
endlichen Verzweigungsgrad (auf jedes endliche £ -Unifikationsproblem sind nur
endlich viele Transformationen anwendbar). Damit folgt, dass £ den Unifikations-
typ endlich besitzt. [

Die Berechnung aller Uberlappungen zwischen Zl{ﬁ‘}-Termen ist also mit Unify-Cl

moglich. Der Algorithmus Unify-Cl berechnet nichtdeterministisch einen Unifika-
tor fiir ein Unifikationsproblem aus der vollstindigen Menge der Unifikatoren.!?
Um die komplette vollstindige Menge von Unifikatoren zu berechnen, betrach-
ten wir die vollstéindige Menge von Alternativen von Transformationen (Definiti-
on 3.4.11). Fiir ein E-Unifikationsproblem P wird C'Ug(P) berechnet, indem al-
le Transformationsmoglichkeiten P = P, ... P = P, betrachtet werden, so dass
CUg(P) = CU(P)|varpy U - - - U CUg(P)|var(py gilt. D.h. der Baum aller nichtde-
terministischen Verzweigungsmoglichkeiten von Transformationen wird berechnet.
Dazu ist es in £/ ausreichend, anstatt der nichtdeterministischen Wahl einer Trans-
formation bei der Anwendung von U-Dec, beide Transformationen ¢) und i) anzu-
wenden. Anschlieend werden beide resultierenden Unifikationsprobleme rekursive
weiter transformiert. D h. fiir ein Teilproblem {-|-[} =7 {-|-[} werden alle moglichen
semi-gelosten Formen berechnet, was durch folgende Modifikation der U-Dec Regel
geschehen kann:

Definition 4.4.11. Zur Berechnung einer vollstiandigen Menge von Unifikatoren
eines E-Unifikationsproblems wird die U-Decompositon-Regel aus Definition 4.4.2
durch folgende Regel ersetzt:

CU — Decomposition
{tlslt =" {t1s' e P= {{t="t,s="s}UP}U
{{s =" {tIN}, {t|N} =" sy U P}
wenn tail(s) und tail(s") nicht dieselbe Variable X der Sorte U bezeichne.

N ist eine neue Variable der Sorte U.

Der Algorithmus mit dieser modifizierten Regel berechnet eine vollstidndige Men-
ge von Unifikatoren fiir ein Unifikationsproblem, allerdings nicht die minimale
vollstéandige Menge von Unifikatoren, wie an folgendem Beispiel zu sehen ist:

Beispiel 4.4.12. Sei P = {{z,z|S[} =" {z|T|}} ein EX/-Unifikationsproblem.

12Dje Uberlegungen hierzu sind analog zu denen in Abschnitt 3.4.1: Unify-Cl transformiert ein
Unifikationsproblem in geléste Form, die einen idempotenten Unifikator aus der Menge der
vollstdndigen Unifikatoren repréasentiert.
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{{{z, =[S} =" {=|T]}} =P
=S {a =" w {JalSE =" T,
{{alSh =" N, Vo) =" 7))
=% {{{lzlS) =* T3,
el fp =" 2,8 =7 Ny, {|z|Ni[} =7 T}
S ="l Nolp {al Vot =7 Ny, 2N} =7 T

| M {1 =" {=IS}}, =5
Taut, Orient x2, Elim Ny {N1 _? ST _? {|$‘S‘}} =5,
{5 =" {z|Nof}, Ny =7 {2 No}, T =" {|lz, [ N2 [} }} = S

Orient x2, Elim Ny

Das Unifikationsproblem P besitzt einen mgu, der zweimal berechnet wird: og, =glet
0s,[{5, T}]. Fiir den dritten berechneten Unifikator gilt o5, =z 05,05,

Dass die berechnete vollstdndig Menge der Unifikatoren nicht minimal ist, stellt fiir
die Berechnung aller Uberlappungen zwischen Termen kein Problem dar. Wichtig
ist nur, dass alle moglichen (kritischen) Uberlappungen berechnet werden. AuBer-
dem werden die zu iiberlappenden Terme umbenannt und sind deswegen variablen-
disjunkt. Deshalb kann ein Fall, wie in Beispiel 4.4.12, bei der Berechnung von
Uberlappungen nicht auftreten. Arenas-Sanchez und Dovier (1997) und Stolzenburg
(1999) geben eine Reihe von Verbesserungen des Algorithmus an, um die Anzahl
der redundanten Unifikatoren méglichst gering zu halten.

Unifikation von  Multimengen ist, ebenso wie Unifikation von AC-
Funktionssymbolen, NP-vollstindig (Kapur & Narendran, 1986; Dovier, Policriti,
& Rossi, 1998; Kapur & Narendran, 1992a) und die Anzahl der Unifikatoren kann
exponentiell in der Grofle der Eingabe sein (Kapur & Narendran, 1992b). Des Wei-
teren kopiert Unify-Cl Terme bei der Elimination von Variablen. Dieses Verhalten
kann allerdings verbessert werden durch die Verwendung von Datenstrukturen, die
das Kopieren von Termen wihrend der Unifikation vermeiden, wie Multimengen
von Unifikationsgleichungen (Martelli & Montanari, 1982, siehe auch Abschnitt
3.4.3) oder die Darstellung von Termen als DAG (Corbin & Bidoit, 1983).

Bei der Berechnung von Uberlappungen fiir A’ Reduktionsregeln haben wir es
nur mit Umgebungen zu tun, die nicht mehr als drei Elemente enthalten (wenn
Ketten nicht berticksichtigt werden). Aufgrund dieser geringen Eingabegrofien ist
die exponentielle Laufzeit und die exponentielle Anzahl von Unifikatoren (im worst-
case) fiir die Berechnung dieser spezifischen Uberlappungen vernachlissigbar.
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5 Unifikation von Termen mit
Variablenketten

Es gibt zwei Arten von Ketten von letrec-Bindungen in A’. Die so genann-
ten Variablenketten {x; = x;_1}" , in den (cp)-Reduktionsregeln und die Ketten
{z; = R, [xi_1]}-,,, die in Reduktionskontexten auftauchen, die so genannten Re-
duktionsketten. Die Moglichkeiten, diese Ketten bei der Unifikation zu beriicksichti-
gen sind:

1. Fiir einen zu unifizierenden Ausdruck, der eine Kette enthélt, werden Terme
mit Variablenketten verschiedener Lénge instantiiert. Beispielsweise kann der
Ausdruck (letrec {z; = v,{z; = z;_1}} ,Env} in C[z,]) Ubersetzt werden
ALK

letrec({b(xy,v) e[}, C(x1)) (Variablenkette der Linge 0),

letrec({b(z1,v), b(x2, z1)|el}, C(x2)) (Variablenkette der Lénge 1),

letrec({b(x1,v), b(xa, x1),b(xs, z2)le[}, C(x3)) (Variablenkette der Lange

2),

Aus diesem Vorgehen ergibt sich das Problem, dass Ketten variabler Lange
so nicht unifizierbar sind. Es kann nur eine begrenzte Anzahl Instanzen von
Reduktionsregeln mit Ketten unterschiedlicher Lénge auf Unifizierbarkeit ge-
testet werden. Die Unifikationsprozedur ist somit nicht vollstdndig. AuBer-
dem wichst die Laufzeit der Unifikation wegen der NP-Vollstandigkeit der
Cl-Unifikation mit zunehmender Lénge der Ketten exponentiell.

2. Die zweite Moglichkeit besteht darin, ein Konstrukt einzufiihren, das Varia-
blenketten beliebiger Léange darstellen kann.

Fiir Variablenketten in 3'* betrachten wir die zweite Alternative. Fiir Reduktions-
ketten wird die erste Moglichkeit gewahlt.

In diesem Kapitel wird die Methode vorgestellt, um Terme zu unifizieren, die Va-
riablenketten beliebiger Lénge enthalten. Dazu erweitern wir in Abschnitt 5.1 die
Signatur X'** um ein Funktionssymbol ch, mit den Variablenketten dargestellt wer-
den konnen. Fiir dieses Funktionssymbol werden drei Axiome definiert, durch die

'Wir verwenden, wie bisher iiblich, fiir das Funktionssymbol bind die Abkiirzung b.
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5 Unlifikation von Termen mit Variablenketten

sich wesentliche Eigenschaften von Variablenketten beschreiben lassen: Einzelne Bin-
dungen aus konnen Variablenketten abgespalten und separat unifiziert werden. Der
Theoretische Rahmen dieses Kapitels ist, wie im vorhergehenden Kapitel, die Theo-
rie der Gleichungsunifikation.

In Abschnitt 5.1 wird zuerst eine vollstéindige Unifikationsprozedur fiir Terme mit
Variablenketten skizziert, die allerdings nur zu rekursiven Aufzdhlung von Unifika-
toren verwendet werden kann. Uber ihre Terminierung kann keine Aussage getroffen
werden. In den folgenden Unterabschnitten stellen wir Uberlegungen an, wie sich
die Anwendung der Axiome, die fiir Variablenketten gelten, beschranken lassen, um
die Terminierung der Unifikationsprozedur sicherzustellen. Dazu werden die entspre-
chenden Unifikationsregeln entwickelt.

5.1 Variablenketten in X/¢

Definition 5.1.1. Die Signatur X'* wird um ein Konstrukt zur Darstellung von
Variablenketten beliebiger Lénge erweitert. Dazu wird eine neue Sorte K fiir Varia-
blenketten eingefiithrt und eine neue Sorte M, die es ermoglicht, Ketten als Bestand-
teile der letrec-Umgebung { - | - [} darzustellen. Wir notieren nur die relevanten
neuen Bestandteile der Signatur.

ylet = { Subsortdeklarationen :
BKCMCU,
Funktionsdeklarationen :
ch:B—B—K (Variablenkette),
{1'}: M —U— U (Letrec — Umgebung). }

Eine Variablenkette in ¥ ist durch ihre Anfangs- und Endbindung definiert. Va-
riablenketten enthalten per Konvention nur letrec-Bindungen, die ausschliellich
Variablen der Sorte V' enthalten. So stellt beispielsweise ch(b(xz, z1), b(x,, x,—1)) ei-
ne Variablenkette in X' dar, wenn z;, s, 2,_1 und z, Variablen der Sorte V sind.
ch(b(zy, s1),b(xy, x,—1)) ist keine Variablenkette, da s eine Variable der Sorte T ist.
Variablenketten werden folgendermafien durch [ ] : A’ — 3 von A’ nach X'
iibersetzt:

[{{zi = wicatinn, 1 = 51, 3] = {ll{ws = i o, {2 = s1,- - HIE
{zi = zicabinn] = chO([zm], [2m-1]), b([2n], [2n-1])

Das Verhalten von Variablenketten, dass einzelne Bindungen separat betrachtet
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(bzw. unifiziert) werden konnen, lasst sich durch folgende Identitaten beschreiben:

ESplit = {
{ch(b(zv, yv), bs)levt = {Jb(zv, yv) {ch(b(zv, xv), bg)|ev [t} Split A,
{lch(bs, b(zv, yv))levlt = {lch(bs, blyv, 2v)){b(zv, yv)levlr} Split E,

{ch(bs, dp)levt = {|(ch(bp, b(wy, zv)) {lb(yv, wv)) {lch(b(zv, yv), dB)lev [t} Split M.
}

Eine Definition der Split-Axiome in der Form

ch(b(zv,yv), bp) =~ {lb(zy, yv)|ch(b(zv, zv), bp)l} (5.1)

scheint natiirlicher als die oben gewihlte, bei der die Ketten in letrec-Umgebungen
stehen miissen, um aufgespalten zu werden. Allerdings ist die Axiom-Variante (5.1)
nicht sort preserving (Definition 4.3.1) und eine Anwendung kann dazu fiithren, dass
das Cl-Axiom nicht mehr anwendbar ist. Diese beiden Probleme werden durch die
gewihlte Definition vermieden. Fiir alle Terme mit Variablenketten, die zur Berech-
nung von Uberlappungen betrachtet werden miissen, gilt, dass die Variablenketten in
letrec-Umgebungen vorkommen, d.h. die Split-Axiome anwendbar sind. Auerdem
haben alle Variablenketten in diesen Termen die Form ch(b(xp, Tm—1), b(Zn, Tn_1))-

Die drei Split-Axiome erlauben das Abspalten einer Bindung vom Anfang einer Va-
riablenkette (Split A), vom Ende einer Variablenkette (Split E) oder aus der Mitte
einer Kette (Split M). Eine Beriicksichtigung dieser drei Positionen ist ausreichend:
Betrachtet man die linken Seiten der cp-Reduktionsregeln, in denen Variablenket-
ten vorkommen, dann sieht man, dass Variablen der Anfangsbindung einer Kette
noch einmal in der linken Seite der jeweiligen Reduktionsregel vorkommen. Bei-
spielsweise (letrec {z; = v,{z; = z;_1}]5, Env} in C|x,]), wobei zo = 2 die
Anfangsbindung der Kette ist und x; noch einmal in z; = v vorkommt. Ebenso
kommt eine Variable aus der Endbindung der Kette noch einmal in der linken Seite
der Reduktionsregel vor. Sonstige Variablen der Kette tauchen in der linken Seite
der Reduktionsregel nicht mehr auf. Eine Variablenkette komplett in ihre konsti-
tuierenden Bindungen zu zerlegen, ist nicht moglich, da Ketten beliebiger Lénge
betrachtet werden sollen. Deshalb werden durch die drei Split-Axiome die beiden
Bindungen einer Kette bei der Unifikation beriicksichtigt, die Variablen enthalten,
die an anderer Stelle in der linken Seite der Reduktionsregel noch einmal vorkom-
men und stellvertretend eine Bindung, aus der keine Variable mehr an anderer Stelle
vorkommt.

Durch die Einfithrung der neuen Sorte M und der Anpassung der Sorte von { - | - [}
zu M — U — U muss das Cl-Axiom, das die Vertauschbarkeit von Elementen in
letrec-Umgebungen formuliert, zu

Eor = A{ Alem{ldumlevtly = fldul{earle} 3
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angepasst werden. Die Kongruenzrelation auf Termen, die nun betrachtet wird, ist
=, mit £ = (3, EcyU Egpiit), wobei Xl {iber letrec-Umgebungen und Variablen-
ketten verfiigt. Bei der Unifikation von Y'**-Termen mit letrec-Umgebungen und
Variablenketten miissen die beiden Gleichungstheorien E¢; und Egy;; berticksich-
tigt werden. Um dies formal zu behandeln, wird die Theorie der Kombination von
Unifikationsalgorithmen (Schmidt-SchauBl, 1989b; Baader & Schulz, 1996) bendtigt.
Dabei kommt erschwerend hinzu, dass die Identitidten CI und Split, die die Glei-
chungstheorien definieren, iiber der gleichen Signatur /¢ definiert sind, und somit
die Signaturen der beiden Theorien nicht disjunkt sind. Der Aspekt der Kombinati-
on von Unifikationsalgorithmen fiir die Theorien C! und Split wird hier nicht formal
behandelt, sondern wir stiitzen uns auf die Erfahrungen, die bei der Programmierung
des Unifikationsalgorithmus fiir letrec-Umgebungen mit vertauschbaren Elemen-
ten und Variablenketten gewonnen wurden. Ein formaler Nachweis, dass Unifikati-
onsalgorithmen fiir die beiden Theorien tatsdchlich problemlos kombiniert werden
kénnen, muss noch erbracht werden.

Um die Split-Axiome bei der Unifikation zu beriicksichtigen, benttigen wir eine Vari-
ante der Mutationsregel (aus Definition 4.2.1), die so genannte Lazy Paramodulation
(Gallier & Snyder, 1989; Baader & Snyder, 2001), die etwas liberaler beziiglich der
Position ist, an der eine Identitdt angewendet werden kann.

5.2 Unifikation von Termen mit Variablenketten

Definition 5.2.1. Die Regeln zur Cl-Unifikation in ' (Definition 4.4.2) werden
um folgende Regel erweitert (nach Gallier und Snyder (1989)):

Lazy Paramodulation

{s[t]}wP={l="¢tsr]}UP
wobei [ & r eine Version mit neuen Variablen von [ ~r € EF'U E~ ist und
t keine Variable ist. Wenn [ keine Variable ist,
dann sind die Wurzelsymbole Symbole von [ und ¢ gleich und

auf [ =" ¢t muss als nichstes Decomposition angewendet werden.

Beispiel 5.2.2. Wir geben ein ausfiihrliches Beispiel an, wie Terme mit Variablen-
ketten in X' mit Hilfe der Lazy Paramodulation-Regel (abgekiirzt als LP) unifiziert
werden konnen. Es wird ein Unifikator aus der vollstandigen Menge der Unifikatoren
berechnet fiir die Uberlappung einer (n, cp-e)-Reduktion mit einer internen (cp-e)-
Reduktion. Die Sorten der verwendeten Variablen sind x,x;,vy,y; : V; v,w : Ap;
s,t: T und e,d : U. Die Sorten der neu eingefiihrten Variablen sind ¢/, N; : U und
by, by : B. Die zu unifizierenden Terme enthalten Kontextvariablen C, R, R, , was
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ein Vorgriff auf den Inhalt des Kapitels zur Unifikation mit Kontextvariablen dar-
stellt (Kapitel 6). Die Terme C(y,), Ry () und Ry (app(z.m,, s)) konnen vereinfacht
als Terme der Sorte T' mit einem entsprechenden Subterm verstanden werden.

{letrec({|b(x1,v), b(z, Ry (app(xm, $))), ch(b(z2, 1), b(m, Tm—1))lel}, Ry (x))
=" letrec({{b(y1,w), b(y, C(yn)), ch(b(y2: Y1), b(Yns yn—1))|d[}, 1) }

2 {{lb(wr,v), b, By (app(@m, 9))), ch(b(x2, 21), (@, Tmo1))le]
=" {b(y1,w), b(y, C(yn)), ch(b(y2, y1), b(Yn, Yn-1))ld[}
Ry (x) ="t}

{{lb@ Ry (app(@m, 5))), ch(b(x2, 1), 0(Tm, Tm-1))|e]}
=" {b(y, C(yn)), ch(b(ya, 1), (yn,yn-l))|d|},
b(w1,v) =" b(yr, w), Ry () =" t}

{{b(z, By (app(zm, 5))),

ch(by,b(22, 21)), b(z3, 22)), ch(b(z4, 23), b2) e[}
=" {b(y, C(yn)), ch(b(yz2, Y1), b(Yn> Yn—1))|d]},
{|Ch(bhbz)|€'|} =" {lch(b (5627561) (T m; Tm—1))lel}
b(w1,v) =" b(yr, w), Ry () =" t}

— {{{b(z, By (app(zm, 5))),

ch(by,b(22, 21)), b(23, 22)), ch(b(z4, 23), ba) €' [}
=" {b(y, C(yn)), ch(b(Yz2, Y1), (Yn, Yn-1))ld]},
ch(by,by) =" ch(b(zg, 1), b(2p, Tpm_1)),€ =" ¢
b(z1,v) =7 b(yr, w), Ry (x) =" t}

{{lch (b1, b(z2, 21)), b(23, 22)), ch(b(za, 23), ba) €'} =7 {{b(y, C(yn))| N1}
{{b(z, Ry (app(zm, ) IN1 [ = {{ch(b(y2, 1), b(Yn, Yu—1))|d]},
ch(by,by) =" ch(b(zy, 1), b(2p, Tpm_1)),€ =" ¢
b(w1,v) =" b(y1, w), Ry () =" t}

{1623, 22)), ch(b(24, 23), b2) e’} =" {{b(y, C(yn))|Nal},

{lch (b1, b(22, 21)) | Nof} =" N1,
{{o(z, Ry (app(@m, $))[Nily =" {{ch(b(y2, 1), 0(Yn, yu-1))|d]},
ch(by,by) =" ch(b(xa, 21), b(2pm, 1)), e’ =e
b(z1,v) =7 b(yr, w), Ry (x) =" t}
LD, {b(zg, 22)) =" by, Clyn)) e (blz4, 25), bo) |} =7 N,
{lch (b1, b(22, 21))| Nof} =" N1,
{{b(z, Ry (app(zm, ) IN1[ = {{ch(b(y2, 1), b(Yn,s yu—1))d[},
ch(by,by) =" ch(b(zy, 1), b(Tp, Tm_1)),e =" ¢
b(w1,v) =" b(yr, w), Ry () =" t}

UDecz

LP Split M
_—

UDecz

U-Dec it)
e =

U-Dec ii)
(AN
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U-Dec it)
AN

{(23,22)) =" by, C(yn)); {|ch(b(24, 23), ba) '} =7 Ny,
{lch(by, b(z2, 21))[ Nal} =" NV,
=’ {|Ch(b(y2, y1)> b(yna yn—l))|N3|}> {|b(I’ Rl_(app(imm S)))|N3|} =’ da
ch(by,by) =" ch(b(xa, 21), (20, Ty_1)), € =" €
_ b(z1,v) =" by, w), Ry (z) =" t}
S e ) = W, Cl) 4012 B = e

Blim Ny =" {lch(b,b(22, 21))| Nal},

{|ch(1 (2, 20)) [ Nal} =" {ch(b(ys, 1), b(yn, v1) [ N3l

1 Rt N = 0.kl ) =" b ) M, )
U-D =" e,b(a1,v) =" blyr, w), By (2) =" 1}

LB, {b(Z?nZz)) "0y, C(ya)); {ch(b(2a, 23), ba) '} =7 N,
=" {Jch(by, b(22, 21))| Na},
Ch(bl>b(22>zl)) =" ch(b(y2,91), 5(Yn; Yn-1)), Na =" N3,
{lo(z, Ry (app(zm, 5)))[Nal} =" d, ch(by, ba) =7 ch(b(2z, ©1), D(Tm, Tm-1)),
¢ =" e, b(xy,v) =" b(y1, w), Ry (x) =" t}
2 {23 ="y, 20 =" C(yn), {lch(b(z4, 23), ba) '} =" Ny,
1 =" {lch(br, b(2, 21)) | Nal},
( (Zzazl)) =7 ch(b(y2, ¥1), b(Yn, Yn-1)), N2 =" N3,
{lo(z, Ry (app(m, 5)))|Nal} =7 d, ch(br, ba) =" ch(b(g, 21), 0(Tm, Tm1)),
¢ =" e, b(x1,v) =" b(y1, w), Ry (x) =" t}
Con Weak, 2 {23 =7 4.0 = =70, 2 ="y, {ch(b(z4, 23), bo) €'} =7 Ny,
=" {lch(b, (Zzazl))|N2|}
( (Zzazl)) =" ch(b (3/2,3/1) b(Yns Yn-1)), N2 =" N3,
{lo(x, Ry (app(m, 5)))|Nal} =7 d, ch(bi, ba) =" ch(b(xg, 21), 0(Zm, Tn1)),
e =" e,b(xy,v) =" b(y1, w), Ry (x) =" t}
{Zs = yuc "0, 20 =" Y, {ch(blza, 23), bo) e} =7 N,
=" {Jch(by, b(22, 21))| Na},
bl Z? b(y2, 1), b(22, 21) =" 0(Yn, Yn—1), No =" N3,
{b(x, Ry (app(zm, 8)))| N3]} =7 d, ch(by, bs) =" ch(b(wa, 21), b(Tms Trm_1)),
e ="e,b(x1,v) =" b(y1,w), Ry () ="t}
{23 = y, C =", 29 =" yn, {Ich(b(z4, 23), b2 |€'[} =7 No,
=" {lch(by, b(22, 21))| Nal},

Dec

Dec

2An dieser Stelle wird die Unifikationsregel Context Weakening aus Kapitel 6 zur Unifikation von

Kontextvariablen verwendet: Die Gleichung zo =’ C(y,) besitzt eine Losung, wenn C gleich
dem leeren Kontext [ ist und 29 gleich y,.
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b =" b(ya2, y1), b(22, 21) = (ymyn 1), No =" N3,
{lo(x, Ry (app(zm, 5)))INsl} =" d, by = (932>931) =" b(Tp; Trmr),
e =" e,b(x,v) =" by, w), Ry (x) =" t}
=, { =" 9,0 =" 02 =" g, Jeh(bln, ), L)l =" Mo
=" {lch(by, b(z2, 21))| Na},
bl =" b(y2, 1), b(22, 21) = b(Yn, Yn—1), N2 =7 N3,
{lo(z, Ry (app(xm, $)))INslt =7 d, b(y2, y1) =" b(22, 1), bo =" b(@m, Tm—1),
e ="e,b(x1,v) =" b(y1,w), Ry () ="t}
Dee x 3, {23 =7 v C =0, 2 =" yu, {ch(b(zs, 23), ba)|e'} =7 No,
=" {lch(b, (Zzazl))|N2|}>
:7 b(y2,y1) =" Yns 21 =" Yn—1, Vo =" Nz,
(z, Ry (app(xma SIINsl} =" d,ya =" @9,91 =" 21,ba =" b(Zm, Tm—1),
='e, “yv="w, Ry (x) ="t}
e, {zg = y,c =" 0,2 =" g, N =" {lch(bz1, 2), b2) €'},
=" {lch(by, b(22, 1)) Na},
b =" b(y2,41), 22 =" Yn, 21 =" Yn—-1, N2 =" N3,
d =" {|b(x, R (app(xm, 5)))|Nal}, y2 =" 29,91 =" 21,0y =" b(Tpm, Tpn—1),
e ="e,x;="y,v="w,t="R;(x)}
{Zs =’ v C="0,2 =" yn, Ny =" {lch(b(24, 23), b2)|¢'[},
=" {Jch(by, b(22, 21))|ch(b(24, 23), ba) €[},
b =" (Y2, 91), 22 =" Yn, 21 =" Yn—1, {lch(b(z4, 23), ba)['[} =" N3,
d =" {|b(x, R (app(xm, 5)))|Nal}, y2 =" 29,91 =" 21,0y =" b(Tpm, Tpn—1),
e ="e,x;="y,v="w,t="R;(x)}
Oremt M, {og ="y, C =" 0, 20 =" Y, No =" {ch(b(z4, 23), b2)|€' [},
B %, Ny = {lch(by, b(z2, 1)) |ch(b(z4, 23), ba) €]},
b1 =" b(y2, 1), 22 =" Yn, 21 = Yn—1, N3 =" {{ch(b(z4, 23), ba) €/},
d =" {{b(x, Ry (app(m, 5)))|ch(D(24, z3), ba) €'},
Yo =" 2,91 =" 21,0y =" b(Tm, Tm-1),€ =" e,21 =" y1,v =" w,t =" Ry (x)}
TR, Loy ="y, C =" 0,20 =" g, N =7 {chlb(z4,9), (@, 1)) e},
I Ny = {eh(b(x2,31), by, Yo A
EIE by =" by, 21), Yn = Y 21 = Ynots Ns = {ch(b(z0,9), (@, 2r))e]
B, q =" (b, Ry (app(@m, 5))), ch(b(2, 9), b(m, Tm1))le],
Y2 =" T2, Y1 =" 21,by = b($m7$m—1)a e ="ex1="m,0="w,t=" Ry (2)}

@‘

{I

/

]

Elim N2
_—

Das Unifikationsproblem in der letzten Zeile ist in geloster Form und représentiert
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5 Unlifikation von Termen mit Variablenketten

einen Unifikator o fiir das Ausgangsproblem:

o={y="m,y =" 19,
2="Yn 1,20 =" Yo, 23 =y, ="¢,
v="w,C="0,t="R;(z),
d= {lb(x Ry (app(xm, 5))), ch(b(z4,y), b(Zm, Tm-1))]el},
=" {lch(b(22, 1), b(Yns Yn-1)), ch(b(2a, Y), D@, T1)) e},
Nz— {lch(b(z4,y), b(@m, Tm—1))lel},
“{leh(b(z4, ), b(@ i, Tm—1))el}
bl =" b(x9,11),by =" b(Tpn, Tpp1) }.

QII

Anwendung des berechneten Unifikators auf die beiden Ausgangsterme ergibt

o(letrec({|b(yr, w), by, C(yn)), ch(b(y2, Y1), 0(Yn, yn-1))|dl}, 1))
= letrec({{b(z1,w), b(y, Yn), ch(b(x2, 21), b(Yn; Yn—1)),
b(z, By (app(zm, 8))), ch(b(24,Y), b(T s Tm-1))el}, By (2))
und

a(letrec({{b(x1,v), b(x, By (app(em, 5))), ch(b(x2, 21), b(2m, Tm-1))lel}, By (2)))
= letrec({{b(xy, w), b(z, By (app(wm, 5))), ch(b(z2, 1), b(Zm, Tm-1))lel}, By (7).

Die beiden Resultatterme sehen nicht gleich aus, sind aber beziiglich =; (der durch
die Split-Axiome und das Cl-Axiom induzierten Kongruenzrelation) gleich. Dies ist
offensichtlich, wenn man das Split M-Axiom mit den gleichen neuen Variablen, wie
auch wihrend der Unifikation anwendet:

letrec({{b(x1,v), b(x, Ry (app(xm, 5))), ch(b(x2, 21), b(Zm, Tm-1))|el}, Ry (x))
~PEM Jetrec({b(ay, w), b(x, Ry (app(Tm, s))),
ch(b1,b(z2, 1)), b(23, 22), ch(b(z1, 23), ba ) [e[}, Ry ()
Z letrec({b(x1,v), b(z, Ry (app(xy,, 5))),
ch(b(w2, 21), b(Yn, Yn-1)), by, Yn), ch(b(z4,y), 0T, Tim-1)) e[}, Ry ()

Berticksichtigt man die Vertauschbarkeit der Elemente in letrec-Umgebungen, sind
die beiden substituierten Resultatterme gleich.

Zusammen mit den Regeln Tautology, Orientation, Decomposition, Variable Elimi-
nation, Symbol Clash und Occurs Check beschreibt die Regel Lazy Paramodulation
eine vollstédndige Unifikationsprozedur in beliebigen (unsortierten) Gleichungstheori-
en (Gallier & Snyder, 1989). Allerdings kann iiber ihr Terminierungsverhalten keine
Aussage gemacht werden. Wir haben hier das Problem, dass die Anwendung eines
Axioms nicht eingeschrankt ist und beliebig oft wiederholt werden kann, wenn ei-
ne Decomposition-Transformation mit dem durch die Anwendung des Axioms neu
eingefiihrten Term moglich wird. Auf eine Variablenkette konnen demnach beliebig
viele Split A-, Split E- oder Split M-Transformationen angewendet werden.
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5.2 Unifikation von Termen mit Variablenketten

5.2.1 Unifikation von Bindungen aus Variablenketten mit
Bindungen

Um die Terminierung der Unifikation von Termen mit Variablenketten zu gewéhr-
leisten, muss nach Moglichkeiten gesucht werden, die Anwendung der Split-Axiome
zu beschranken. Dabei machen wir uns die Tatsache zunutze, dass Variablenketten
in Termen, die fiir die Berechnung von Uberlappungen unifiziert werden miissen,
immer Bestandteile von letrec-Umgebungen sind. D.h. die zu unifizierenden Glei-
chungen zwischen letrec-Umgebungen sind immer von der Form

(b1, bty cplely =TV, . b €T,

wobei b;, b, Terme der Sorte B (d.h. letrec-Bindungen), ¢;, ¢/, Variablenketten und
e, ¢/ Umgebungsvariablen der Sorte U sind. Einzelne Bindungen der Variablenketten
¢; (bzw. ¢,), die durch eine Anwendung von Split-Axiomen abgespalten werden,
konnen unifiziert werden mit

1. Bindungen b, (bzw. b;) oder
2. mit einzelnen Bindungen einer Variablenkette ¢, (bzw. ¢;) oder
3. mit der Umgebungsvariablen €’ (bzw. e).

Die Anwendung von Split-Axiomen kann nicht beschriankt werden, wenn die bei-
den letzten Moglichkeiten der Unifikation einzelner Bindungen von Variablenket-
ten erlaubt werden. Aus diesem Grund werden die Unifikationsmoglichkeiten von
Bindungen aus Variablenketten eingeschrénkt: Einzelne durch die Anwendung von
Split-Axiomen abgespaltene Bindungen von Variablenketten werden nur mit Bin-
dungen, der gegeniiberliegenden Umgebung unifiziert, die nicht von Variablenketten
abgespalten sind. Somit wird fiir alle Ketten ¢; (bzw. ¢},) maximal m/-mal (m-mal)
ein Split-Axiom angewendet. Auflerdem hat eine Variablenkette ¢; die Moglichkeit,
mit einer Kette ¢, oder der Umgebungsvariablen e’ unifiziert zu werden (bzw. kann
eine Kette ¢, mit der Umgebungsvariablen e unifiziert werden). Diesen Unifika-
tionsmoglichkeiten wenden wir uns in Abschnitt 5.2.2 zu. Die Beschrankung der
Anwendung von Split-Axiomen fiir Variablenketten kann durch die folgende Unifi-
kationsregeln formuliert werden.

Definition 5.2.3. Wir betrachten die Signatur X'* mit dem CI-Funktionssymbol
{-|-[} und dem Funktionssymbol fiir Variablenketten ch, fiir das die Split-Axiome
aus Definition 5.1.1 gelten. Die Transformationsregeln zur Unifikation in regulédren
Signaturen mit Sorten (Definition 3.4.13) werden um die Regeln aus den Abbildun-
gen 5.1 und 5.2 erweitert, um Terme mit Variablenketten zu unifizieren.

Sind mehrere Transformationen auf ein Unifikationsproblem anwendbar, wird eine
beliebige ausgewahlt.
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Split — R
Hitsly =" ity - o, ch(b(Tm, Tme1), 0@, 101)), .. ]S} 6 P =
i) {t =" 0(xpm, Tr1), s = {t1, ., h(b(z, Tm), b, 1)), ]S U P
wobei z eine neue Variable der Sorte V' ist.
it) {t =" b(zp, 2pn_1),5 =" {t1,...,ch(b(Xpm, Tm_1),b(xn_1,2)),..., ts|s'IUP
wobei z eine neue Variable der Sorte V ist.
iii) {t =" b(2z3, 22), 5 =" {t1,..., ch(b(Tm, Tm_1),b(22, 21)),
ch(b(z4, 23), (20, Ty 1)), .. te]S}}UP
wobei z1, 29, 23, 24 neue Variablen der Sorte V sind.
Fiir alle Transformationen muss gelten: ¢ ist ein Term der Sorte B und
tail(s) sowie tail(s') bezeichnen nicht die gleiche Kontextvariable X der Sorte U.
Split — LL
it ..., ch(b(@m, Tom-1), b(Tn, Tnz1)), - - . telsl} =" {{t|s} W P =
i) {t =" 0(Tmy Tner), 8" =" {lt1, ..., ch(b(z,2), b(xn, 2o1))™, ... il U P
wobei z eine neue Variable der Sorte V' ist.
i) {t =" b(xp, xp 1), 8" =" {t1,...,ch(b(@m, Tm_1),b(Tp_1,2)),... tels}} U P
wobei z eine neue Variable der Sorte V' ist.
iii) {t =" b(z3, 22), 8 =" {t1,...,ch(b(Xm, Tm_1),b(22,21)),
ch(b(zy, 23), (2, T )M, .. tels YU P
wobei 21, 29, 23, 24 neue Variablen der Sorte V sind.
Fiir alle Transformationen muss gelten: ¢ ist ein Term der Sorte B und
tail(s) sowie tail(s") bezeichnen nicht die gleiche Kontextvariable X der Sorte U.
U — Decomposition
{tlsh =" {tls'HwP= i) {t="ts="s}UP
wenn t, ¢ Terme der Sorte B sind.
i) {s =" {Jt'IN[}, {tIN} =" sFu P
wobei N eine neue Variable der Sorte U ist.
Fiir beide Transformationen muss gelten, dass tail(s) und tail(s’)
nicht die gleiche Kontextvariable X der Sorte U bezeichnen.

Abbildung 5.1. Unifikationsregeln fiir Terme mit letrec-Umgebungen und Varia-
blenketten (Teil 1).
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U — Decompositionx
{itlsl =" s’} w P = {{tfs} =" {uls' U P
wenn tail(s) = tail(s') = X : U.
5, sind gleich s, s’ mit tail(s), tail(s') durch 0 ersetzt.
U — Fail
{tlsh =" |’ w P =L
wenn tail(s) = tail(s') = () und

s, s nicht die gleiche Anzahl von Elementen besitzen.

Abbildung 5.2. Unifikationsregeln fiir Terme mit letrec-Umgebungen und Varia-
blenketten (Teil 2).

Die Transformation Split-R entspricht der Anwendung eines Split-Axioms auf eine
Variablenkette in einer letrec-Umgebung auf der rechten Seite einer Unifikations-
gleichung. Die abgespaltene Bindung der Variablenkette wird direkt mit einer Bin-
dung der gegeniiberliegenden Umgebung unifiziert, die nicht aus einer Variablenkette
abgespalten ist. Die Transformationsmoglichkeit ¢) der Split-R-Regel entspricht einer
Anwendung des Split A-Axioms. Die Transformationsmoglichkeiten 4i) und i) re-
prisentieren Anwendungen des Split E- und des Split M-Axioms. Die Split-L-Regel
reprasentiert analog die Moglichkeiten der Anwendung von Split-Axiomen auf Va-
riablenketten, die in linken Seiten von Unifikationsgleichungen vorkommen. Damit,
falls die Unifikation nicht fehlschlégt, die zu unifizierenden Terme syntaktisch gleich
sind, muss man sich die Anwendung des entsprechenden Split-Axioms merken, zu-
sammen mit den dadurch neu eingefiihrten Variablen (siche dazu Beispiel 5.2.2).
Die Split-Regeln markieren alle Variablenketten mit M, die durch Abspaltungen
von Bindungen (Split-X 7)?) oder Aufteilen der Kette (Split-X ui4)) die Anfangsbin-
dung der urspriinglichen Variablenkette nicht mehr enthalten. Diese Markierungen
werden spéter verwendet, um die Unifikationsmoglichkeiten von Variablenketten un-
tereinander zu beschrianken (siehe Abschnitt 5.2.2).

Die Regel U-Decomposition i) wird nur auf Terme der Sorte B angewendet. Dadurch
wird zum jetzigen Zeitpunkt vermieden, dass Variablenketten miteinander unifiziert
werden. Die Regeln zur Unifikation von Variablenketten untereinander werden in
Abschnitt 5.2.2 beschrieben. U-Decomposition ii) ist auch fiir Variablenketten an-
wendbar, wodurch die Vertauschbarkeit von Ketten in Umgebungen gewihrleistet
wird. Fiir die Anwendung der Regeln U-Decomposition, Split-R und Split-L muss
gelten, dass die zu unifizierenden Umgebungen nicht die gleiche Kontextvariable X
der Sorte U enthalten. Ansonsten wird die Regel U-Decompositionx angewendet, die
beide Umgebungsvariablen durch die leere Umgebung () ersetzt. Die Regel U-Fail
behandelt den Fall, dass die zu unifizierenden Umgebungen keine Umgebungsvaria-

3 Split-X bezeichnet die beiden Regeln Split-R und Split-L.
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blen der Sorte U enthalten und eine verschiedene Anzahl von Elementen besitzen.
In diesem Fall besitzt die Unifikationsgleichung keine Losung.

Die Beschrankung der Anwendung der Split-Axiome fithrt dazu, dass ein-
zelne Bindungen von Variablenketten nicht mit Bindungen von anderen
Variablenketten unifiziert werden. Fiir eine Unifikationsgleichung der Form
{|Ch(b(xm’xm—1)ab(xn7In—1))|e|} = {|Ch(b(ym’>ym’—1)>b(yn’>yn’—l))|d|}’ wobei 6ad
Variablen der Sorte U sind, ist es bei der Unifikation mit der Lazy Para-
modulation-Regel (aus Definition 5.2.1) moglich, beliebig viele Bindungen aus
ch(b(xpm, Tm—1),b(xn, xp—1)) und ch(b(Ymr, Ymr—1), 0(Ynrs Ynr—1)) durch Anwendung
von Split-Axiomen abzuspalten und miteinander zu unifizieren. Die beschrankten
Split-R und Split-L Regeln erlauben dies nicht mehr. Aus diesem Grund ist zu iiber-
legen, wie Variablenketten mit anderen Variablenketten zu unifizieren sind. Eine
einfache Anwendung von U-Decomposition und Decomposition, die fiir das Beispiel
folgendermaflen aussieht

_) {H{lch(b(m, 1), b(an, zn-1))lel =" {hb(Yum, Ym—1), oY, yrr—1)) |} }

—— {ch(b(@m, Tm-1), 5(@n, Ta1)) = AOYmrs Y1), b(Ynr, Y1), € =" d}

% {b(.ﬁ(}m, xm—l) =’ b(ym’v ym’—1>7 b(l’n, xn—l) =’ b(yn’u yn’—1)7 € =" d}v
verletzt die Vollstandigkeit der Unifikationsprozedur, weil die Moglichkeit besteht,
dass nur einzelne Bindungen der beiden Variablenketten gleich sind und die restli-
chen unterschiedlichen Teile mit der Umgebungsvariablen e oder d der gegeniiberlie-
genden Umgebung unifiziert werden. Die Regel U-Decomposition i) ist so formuliert,
dass eine Anwendung auf zwei Variablenketten wie im obigen Beispiel ausgeschlossen
ist. Um die Mo6glichkeiten der teilweisen Gleichheit von Variablenketten bei der Uni-
fikation zu beriicksichtigen, werden zusétzliche Unifikationsregeln benotigt. Bevor
wir uns den Transformationsregeln zur Unifikation von Variablenketten mit Varia-
blenketten zuwenden, betrachten wir die Form eines Unifikationsproblems zwischen
Umgebungen nach einer Folge von Transformationen mit den Regeln aus Definition
5.2.3.

Die Terme, die zur Berechnung von Uberlappungen unifiziert werden miissen, enthal-
ten maximal eine Variablenkette pro Umgebung und genau eine Umgebungsvariable
der Sorte U. Die Unifikationsgleichungen zwischen Umgebungen sind zu Beginn einer
Folge von Transformationen von der Form

{{or, . by clelh =" {0y, - .V €T (5.2)

wobei b;, b, Terme der Sorte B (letrec-Bindungen), ¢, ¢ Variablenketten (die in den
Umgebungen nicht vorhanden sein miissen) und e, ¢’ Variablen der Sorte U sind. Wir
gehen hier von dem Fall aus, dass die Ketten ¢ und ¢ in den Umgebungen enthalten
sind. Durch eine (beliebige) Folge von Transformationen mit den Unifikationsregeln
aus Definition 5.2.3 kann das Unifikationsproblem (5.2) in die Form:

Hlew, - senldl =7 {c), .o duld'[fs1 =" ty,...5 ="t} (5.3)
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gebracht werden, wobei ¢;, ¢, Variablenketten, die durch die Anwendung Split-X 7ii)
aus ¢ bzw. ¢ entstanden sind, und d, d’ Variablen der Sorte U sind. Die Gleichungen
s; =" t; sind Unifikationsgleichungen in semi-geldster Form und enthalten die b;, b,
(siehe Definition 4.4.3). Wir geben an dieser Stelle keinen Beweis fiir die Behauptung,
dass eine Unifikationsgleichung zwischen Umgebungen mit Variablenketten durch
eine beliebige Folge von Transformationen mit Regeln aus Definition 5.2.3 in die
Form (5.3) gebracht werden kann?. Stattdessen geben wir ein Beispiel, wie eine solche
Folge von Transformationen fiir eine Unifikationsgleichung zwischen Umgebungen
mit Variablenketten aussehen kann.

Beispiel 5.2.4. Wir betrachten ein Unifikationsproblem zwischen Umgebungen mit
Variablenketten mit den Variablensorten b; : B, x;,y#,2; : V und e,d : U. Eine
Folge von Transformationen, die das gewéhlte Unifikationsproblem in die Form (5.3)
bringt, sieht folgendermaflen aus:

{101, by, ch(blwa, 21), (0, 1)) e[y =" {03, ch(b(ya, 1), Oy, yor—1))|d]}}
{by =" b(23, 22), {ba, ch(b(zo, 1), (T, Tp1))|e]} =7
{163, ch(b(ya, y1), b(22, 21)), ch(b(23, 24), O(Yr Yr—1))|d]} }
{by =" b(23, 22), b3 =" b(xo, 11), {|b2, ch(b(25, 72), b(xp, Tp_1))|e} =7
{lch(b(y2, 31), b(22, 1)), ch(b(z3, Z4), b(ywr, yor—1))|d[} }
{by =" b(23, 22), b3 =" b(xo, 11), {|ch(b (z5,x2) b(Zn, Trt)) e} =
{lch(b(y2, y1), b(22, 20) [ N1 [}, {02 Nu [y =7 {ch(b(23, 24), b(ynr, yor—1)) 1]} }
{by =" b(23, 22), b3 =" b(xo, 11), {\ch( (25,22), b(2p, T 1))|ef} =7
{lch(b(y2, 1), b(z2, 21)) [ N1}, N1 =" {|ch(b(z3, 24), b(Ywr, Y1) | Na [},
R (A
Lim I, {by =" b(z3, 22), bs =" b(wg, 21), {{ch(b(zs, 22), b(2p, p_1))|e[} =7

{| h(b (yz,yl) b(z2,21)), ch(b(23, 24), b(Yn', Yrr—1)) [ N2},

=" {lch(b(z3, 24), b(ynr, Ynr—1))| Nol}, {|b2| Nof} =" d}

Split-R iii)
_—5
Split-L 1)
_
U-Dec ii)
—5

U-Dec ii)
—5

Nach einem Orient-Schritt fiir d entspricht das letzte Unifikationsproblem der Form
(5.3).

Die letrec-Bindungen zweier zu unifizierender Umgebungen koénnen also durch ei-
ne beliebige Folge von U-Decomposition-, Split-R-, Split-L-, Variable Elimination-
und Orientation-Transformationen in Unifikationsgleichungen in semi-geloster Form
,verschoben* werden, so dass nur die Gleichungen zwischen Umgebungen nur noch
von der Form {cy,...,c,ld[} =" {d,, ..., |d[} sind. Wir wenden uns nun den Uni-
fikationsregeln zur Losung solcher Gleichungen zu.

4Der Beweis ist dhnlich zum Beweis, dass eine Unifikationsgleichung zwischen Umgebungen in
semi-geloste Form gebracht werden kann (Lemma 4.4.4)
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5 Unlifikation von Termen mit Variablenketten

5.2.2 Unifikation von Variablenketten mit Variablenketten

Wir betrachten zunéchst den vereinfachten Fall, dass jede Umgebung nur eine Va-
riablenkette enthélt. Prinzipiell miissen zur Losung einer Unifikationsgleichung der
Form

{ch(b(@m, @m-1), b(@n, Tn-1)lelt =" Ah(OYm, Y1), 0(ynr, Y1)l dl}

alle Moglichkeiten betrachtet werden, wie einzelne Bindungen der beiden Ketten
untereinander unifiziert werden kénnen. Bindungen einer Kette, die dabei nicht mit
Bindungen der anderen Kette unifiziert werden, kénnen mit der Umgebungsvaria-
blen der gegeniiberliegenden Umgebung unifiziert werden. Im Folgenden sollen zwei
Kriterien vorgestellt werden, die es ermoglichen, die Anzahl der zu betrachtenden
Unifikationsmoglichkeiten bei der Unifikation von Variablenketten untereinander zu
beschréinken. Das erste Kriterium wird anhand des folgenden Beispiels eingefiihrt.

Beispiel 5.2.5. Wir betrachten ein Unifikationsproblem zwischen konkreten Varia-
blenketten, d.h. Ketten die nicht durch das ch-Funktionssymbol dargestellt werden.
Die Variablen z;, y; haben die Sorte V' und e, d sind Variablen der Sorte U.

{lb(x2, 21), b(xs, T2), b(xa, m5)|el} =" {1b(y2, y1), b(ys, y2), by, ys)|d}

Unifiziere folgendermaflen (tiber Kreuz):

{b(za, 21) =" b(ys, y2), bxs, 22) =" b(y2, 11),
e ="{lb(ys,y3) N}, d =" {{b(x4, x3)| N[} }

Die Anwendung von Decomposition- und Variable Elimination-Transformationen
resultiert in der Substitution o:

o = {1 = Yo, 2 = y1, w3 = Y2, ys = Y1, € = {b(ya, 1) IN[ d = {0(4, 92) N[

Die Anwendung der Substitution ¢ auf einen der beiden Ausgangsterme

O’({|b(l’2, Il)? b(l’g, I2)’ b(l’4, 1'3)|6|}) = {|b(y1a y2)> b(y2> yl)’ b(x4a y2)’ b(y4a y1)|N|}

ergibt eine Umgebung, mit einer Schleife in der Variablenkette, die dazu fiihrt, dass
eine Redex-Suche, die iiber die Variablenketten lduft, fiir diesen Term nicht termi-
niert: Wir betrachten den Resultatterm in A’

[10(y1, y2), b(y2, y1); b(wa, y2), b(yas y) INI ™ = {y1 = y2, Y2 = y1, 24 = Y2, Y4 = 11| N}

und nehmen an, dass der Unwind Algorithmus zur Redex-Suche (aus Definition
2.2.5) die rechte Seite einer Bindung markiert hat:

{y1:yg,ygzyl,x4:y2,y4:yf|]\f}
{y1=y§,y2=y1,x4=yz,y4=y¥V\N}
{y1zyXV,yazyf,x4=y2,y4=y¥V\N}

Unwind
-

Unwind
-

°Die Abbildung [ ]~ iibersetzt einen Term aus $'** nach At
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5.2 Unifikation von Termen mit Variablenketten

In der letzten Zeile versucht Unwind die rechte Seite der Bindung y; = vy zu
markieren, die bereits mit W markiert ist. Dabei bricht der Algorithmus mit einem
Fehler ab.

Generell kommt es zur Schleifenbildung innerhalb einer Variablenkette, die
aus der Unifikation zweier Variablenketten ch(b(zm,Zm-1),0(Tn,Tn-1)) und
ch(b(Yms, Ymr—1), 0(Ynr, Ynr—1)) resultiert, wenn (mindestens) vier Bindungen folgen-
dermaBen unifiziert werden: b(x;, z;_1) =" b(yy, ys—1) und b(x;, ;1) =" b(y;/, yjr—1)
fiir i < j,5' <4, wie in folgender Abbildung zu sehen:

b($m7 xm—l) s b(ﬁfi, SL’i—l) T b(l'j, l'j—l) T b(xm xn—l)

O Y, Y1) o Oy ypa) e by ye) e DY Y1)

Diese Art der Unifikation von Variablenkettenbindungen untereinander bezeichnen
wir als Kreuzunifikation. Bei der Unifikation von Umgebungen mit Variablenketten
werden alle Fille ausgeschlossen, bei denen einzelne Bindungen der Ketten mitein-
ander kreuz-unifiziert werden.

Das zweite Kriterium, das verwendet wird, um bestimmte Unifikationsmoglichkei-
ten von Kettenbindungen untereinander auszuschliefen, benutzt die Tatsache, dass
Variablenketten Bestandteile von letrec-Umgebungen sind. D.h. fiir sie muss nach
der Syntaxdefinition von A" gelten, dass alle in Kettenbindungen auf der linken
Seite vorkommenden Variablen sowie alle anderen in der Umgebung auf linken Sei-
ten von Bindungen vorkommenden Variablen paarweise disjunkt sind. Die Forde-
rung, dass alle Binder einer letrec-Umgebung verschiedene Namen haben, wird
bei der Syntaxdefinition des Ursprungskalkiils aufgestellt. Sie stellt sicher, dass von
der Normalordnung ein eindeutiger Redex gefunden werden kann. Die Unifikation
von Umgebungen mit Variablenketten kann diese Bedingung fiir zu unifizierende
Termen verletzen, da sie als Ziel hat, Terme syntaktisch gleich zu machen, und
nicht auf syntaktische Nebenbedingungen des Kalkiils achtet. Terme, die nach der
Unifikation syntaktisch gleich sind, aber nicht der Disjunktheitsanforderung der Va-
riablen in letrec-Umgebungen geniigen, sind nicht von Interesse, da sie i.A. keinen
eindeutigen Normalordnungsredex besitzen.

Definition 5.2.6. Sei

{|b(l’1, Sl)v ceey b(xb 31)7
ch(b(Ymy> Ymr—1))s OUnis Ymni—1)))s - - s MO Y s Yimi—1))> OWne> Yne—1))) €]}

eine letrec-Umgebung, wobei e eine Variable der Sorte U oder () ist. Die Umgebung
wird als syntaktisch korrekt bezeichnet, wenn alle x;, Y, yn, fiir 1 <7 <[,1 <5 <
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5 Unlifikation von Termen mit Variablenketten

k paarweise disjunkt sind. Ist eine letrec-Umgebung nicht syntaktisch korrekt,
sprechen wir davon, dass sie einen syntaktischen Fehler enthélt.

Lemma 5.2.7. Es seien zwei Umgebungen {|ch(b(x.,, Tm-1),6(Tpn, n—1))|el} und
{lch(O(Ymss Ymr—1)s 0(Yns, Ynr—1))|d[}, wobei e, d Variablen der Sorte U sind, sowie be-
liebige Bindungen der Variablenketten b(x;, x;_1) € ch(b(zpmi1, Tm), b(Tn, T,—1)) und
b(yir, yir—1) € ch(b(Ymrs1, Ym ), b(Yns, Ynr—1)) ungleich der Anfangsbindung der jewei-
ligen Kette gegeben. Sei auflerdem

0= { Ty = Yir, Ti—1 — Yir—1,
d— {‘Ch(b(xm, xm—l)u b(xi—lu xi—Q))u Ch(b($i+1, xi)u b(xnv xn—l))‘N‘}7
e = {ch(b(Yms Ymr—1, b(Yir—1, Yir—2)), ch(b(yir 11, Yir), DY, Yr—1)) [N} }

die Substitution (wobei N eine neue Variablen der Sorte U ist), die durch die Uni-
fikation von

{b(Ila zi—l) =’ b(yi’a yi’—l)a
{leh(b(m, Tm-1), 0(xi—1, Ti2)), ch(bD(xit1, 25), (@, Tn1))lelt =
Ueh(O(Yomr s Y1, 0(Yir—1, Yir—2)), ch(O(Yiry1, Yir ), b(Ynrs Y1) |d[} }
entsteht. Dann sind o({|ch(b(xm, Tm-1),b(xn, n_1))lel}) und

o({ch(0(Yms, Ymr—1), DY, Yr—1))|d[})  keine — syntaktisch — korrekten letrec-
Umgebungen.

Beweis. Durch Anwenden der Substitution o

o ({eh(O(Yms ymr-1), 0(Ynr, Ynr—1))1dl})
= {lo(ch(b(ym, Y1), byt Ynr—1)))lo (d)]})
= {lo(ch(0(Ym, Y1), DY, Y1),
o (ch(b(Zm, Tm—1), b(Ti1, Ti-2))), 0 (ch(b(Tit1, 2:), b2, Tn1)))| N[}
= {lch(a(0(Ym', Ymr—1)), 0 (0(Ynrs Ynr-1))),

(b ), ch(o(b(xig1, 2:)), 0 (b(2n, £n-1))) | N[}
( o(Yn-1))),
( ) b(0(xi-1), 0(2i-2))),
( b(o(xn), o(2n-1)))|NT}

1)
ch(o(b(zm, Tm-1)), o (b(zi—1, Ti—o

)
= { )); blo(ynr), o

(
(
Ch(b(O’ ym’) (ym’ 1
h(b(o(zm), 0 (Lm-1)
h(b(o(ziv1), 0 (2:)),
(b(
(b(

o

o

(2
= {‘Ch b Ym'y Ym/ —1) b(yn’ayn’—1>>7
ch(b(T s Tim-1), D(Yir—1, Ti=2)), ch(b(Tit1, 2i), 0(@n, T—1))| N}

Im resultierenden Term in der letzten Zeile sind die Bindungen b(y;—1,x;_2) und
b(yir—1,Yi—2) (in der Variablenkette ch(b(Ym, Ymr—1), 0(Yns, Ynr—1))®) enthalten. D.h.

6Die Bindung b(yir—1,yir—2) ist im resultierenden Term nicht unmittelbar sichtbar. Sie
wird dies aber, wenn die Aufspaltung der Variablenkette ch(b(ym’, Ym/—1), 0(Yn/sYn'—1)) 20
ch(b(Ym’, Ym—1, 0(Yir—1, Yir—2)), b(Yir, yir—1), h(b(Yir+1, Yir ) b(Yns s Yn'—1)) nachvollzogen wird.
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5.2 Unifikation von Termen mit Variablenketten

in der letrec-Umgebung kommt zweimal die Variable y;_; vor und deshalb ist die
Umgebung nicht syntaktisch korrekt. [

Das Lemma zeigt, dass bestimmte Arten der Unifikation von Variablenkettenbindun-
gen untereinander in Unifikatoren resultieren, die die Variablenketten zwar syntak-
tisch gleich machen, aber gleichzeitig einen syntaktischen Fehler in die Umgebungen
einfithren, in denen die Variablenketten enthalten sind. Das folgende Beispiel il-
lustriert weitere Félle, durch die syntaktische Fehler bei der Unifikation eingefiihrt
werden konnen.

Beispiel 5.2.8. Wir betrachten ein Unifikationsproblem zwischen letrec-
Umgebungen mit konkreten Variablenketten

{|b(SL’2, xl)v b(x37 x2)7 b(x47 ZL’3)|€‘} =’ {‘b(y% yl)’ b(y37 y2)7 b(y47 y3>7 b(y5, y4)|d‘}

mit den Variablensorten xz;,1; : V und e, d : U. Die Bindungen der Variablenketten
werden nach folgendem Schema unifiziert:

{|b(l’2,l’1), b($3>$2)> b(l’4,l’3 |6|}

{o(y2, 1),

Daraus ergibt sich die Substitution

b(y3ay2)> b(y4,y3), b(y5,y4) |d|}

0 = {22 — Y3, 23 = Ya, T4 — Ys, € = {{b(y2,y1), b(ys3, y2) | N[}, d — {|b(ys,$1)|N|}}-

Die Anwendung dieser Substitution auf einen der Ausgangsterme resultiert in einer
Umgebung, die nicht syntaktisch korrekt ist:

o({{b(za, 21), b(w3, 72), b(24, 3)|e]})
= {1b(ys, 21), b(ya, Y3), b(Ys, ya), (Yo, y1), by, y2) [N}

Die Einfiihrung eines syntaktischen Fehlers durch die Substitution kann vermieden
werden, indem mindestens eine Anfangsbindung einer der beiden Variablenketten
unifiziert wird. Beispielsweise ergibt die Unifikation nach dem Schema

{|b(.§(]2,$1>, b($3,$2>, b(l‘4,.§l]3 ‘6|}

{o(y2, 1), b(ys, y2), b(ya, y3), b(Ys, Ya) |d[}

die Substitution

o= {Il — Yo, Lo > Y3, T3 > Ya, Ty F> Y5, € {|b(yz>y1)|N|}}>
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5 Unlifikation von Termen mit Variablenketten

die keinen syntaktischen Fehler in die substituierte letrec-Umgebung einfiihrt:

o({{b(za, 21), b(w3, 72), b(24, 3)|e]})
= {|b(y3,y2), b(y4,y3)vb(y5,y4)’b(y2,yl)‘N‘}-

Um die Einfithrung eines syntaktischen Fehlers durch einen Unifikator zu vermei-
den, miissen die Bindungen einer Variablenkette auBlerdem durchgehend linearen
unifiziert werden. Beispielsweise resultiert die Unifikation nach dem Schema

{[b(w2, 1), e[}

b($3,$2), b($4,$3

{‘b(y%yl)v b(ys,yz)a b(y4,y3), b(y5,y4) |d‘}7

in der Substitution

o= {931 = Y2, Ty — Y3, T3 F Y4, Ty > Ys,
e = {b0(y2, y1), b(ya, y3) N[}, d — {|b(ya, y3) | N[} }.

die einen syntaktischen Fehler in die Umgebung einfiihrt

o({Ib(za, 1), b(x3, 22), (x4, 23)el})
= {16(y3, ¥2), b(ya, y3), 0(ys, Ya), b(y2, y1), b(ya, y3)| N}

Folgende Bedingungen lassen sich aus dem Verbot der Kreuzunifikation (Beispiel
5.2.5) Lemma 5.2.7 und Beispiel 5.2.8 fiir die Unifikation von Umgebungen mit Va-
riablenketten ableiten: Es sollen zwei Umgebungen {|ch(b(@,, Tm-1), 0(xn, T,—1))e[}
und {|lch(b(Yms, Ymr—1), 0(Ynr, ynr—1))|d[}, die jeweils eine Variablenkette enthalten,
unifiziert werden. Es gilt entweder:

1. Beide Variablenketten werden jeweils mit den gegeniiberliegenden Umgebungs-
variablen e bzw. d unifiziert.

2. Oder: Wird eine Kettenbindung b(z;, z;—1) € ch(b(zpm, Tm-1), b(Tpn, T,—1)) mit
einer anderen Kettenbindung b(yy, yi—1) € ch(b(Ymr, Ymr—1), O(Ynrs Ynr—1)) uni-
fiziert, so miissen die jeweiligen Vorgingerbindungen (falls diese existieren)
ebenfalls miteinander unifiziert werden:

b(SCi, %—1) =" b(yi’7 yi’—l) = b(l’i—h %—2) =" b(yi’—la yi’—2)-

Dies geschieht solange, bis die Anfangsbindung einer der beiden Ketten erreicht
ist. D.h. mindestens eine Anfangsbindung ist in diesem Fall an der Unifikation
der Variablenkettenbindungen beteiligt, wie in folgender Abbildung schema-
tisch zu sehen ist:

b(!L”m, l"m—l) T b(l'i, 372'—1)

°

O(Ymes ymr—a) o V(YY) e by, g
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5.2 Unifikation von Termen mit Variablenketten

bzw.

b(fm, l"m—l) s b(xj, %’—1) s b(l'z', 372'—1)

? ?

b(ym’a ym’—l) s b(yi’a yi’—l)

Werden die beiden Variablenketten der Umgebungen so unifiziert, dass keine der
beiden Bedingungen gilt, ist das Resultat ein Unifikator o, der einen syntaktischen
Fehler in die beiden Umgebungen einfiihrt.

Aus diesen Uberlegungen ergeben sich 13 Méoglichkeiten, zwei Umgebungen
{ch(b(@p, 1), b(2p, 1)) lel} und {ch(b(Yms, Ymr—1); b(Yns, Yn—1))|d]} mit Varia-
blenketten, die keine weiteren Bindungen enthalten, zu unifizieren. Dazu werden die
Variablenketten in Teilketten zerlegt.

Definition 5.2.9. Wir erweitern die Unifikationsregeln aus Definition 5.2.3 um die
Regeln aus Abbildung 5.3 und Abbildung 5.4 zur Unifikation von Gleichungen der
Form

{ch(b(@m, Tm-1), b(@n, Tn-1))lel} =" {hBYms Ym—1), b(Ynrs Y1) |d]}
wobei e, d Variablen der Sorte U sind.

Die Aufteilung der Ketten bei der Anwendung einer bestimmten Transformati-
onsmoglichkeit, muss man sich zusammen mit den verwendeten neuen Variablen
merken, damit die substituierten Terme syntaktisch gleich sind (siehe dazu auch
Definition 5.2.3 sowie die Beispiele 5.2.2 und 5.2.11).

Die Markierung M wird verwendet, um bestimmte Unifikationsmoglichkeiten aus-
zuschliefen, durch die Unifikatoren berechnet werden, die syntaktische Fehler in die
zu unifizierenden Umgebungen einfiihren. Da nach unseren Uberlegungen immer die
Anfangsbindung einer der beiden Variablenketten an der Unifikation beteiligt sein
muss, werden die Félle von der Unifikation ausgeschlossen, bei denen mit der An-
fangsbindung einer Kette unifiziert wird, die mit M markiert ist, d.h. diese Kette
enthélt nicht mehr die Anfangsbindung der urspriinglichen Ketten. Weshalb es in
diesen Féllen zu der Einfiihrung eines syntaktischen Fehlers durch die berechnete
Unifikation kommt, ist in Beispiel 5.2.11 erldutert.

Die Transformationsmoglichkeiten  fiir  Unifikationsgleichungen der Form

{lch(b(@m, Tm-1),0(@n, 2n-1))lelt =" {ch(b(Yum, Y -1), by, Yor-1))|d]} aus De-
finition 5.2.9 konnen durch Diagramme veranschaulicht werden. Dabei entspricht

die Abbildung

b(l"m, fm—l) — 5(22, 2’1) 5(2’3, 22) - b(z5, 2’4) 5(2’6, 25) - b(l"m =Tn—1)

der Variablenkette ch(b(x,, Tm-1),0(zn, xn_1)), die in 3 Teilketten zerlegt wurde:
Das Anfangsstiick der Kette ist ch(b(x,,, Tm-1), b(22, 21)), das in der Abbildung durch
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Unify — CH — KMB
{{lch(®(@m, Tm-1), b(@n, Tn—1))lelt =" Jch(OYmr, Ymr—1), 0y, Y1)l } & P =
i) {h(b(@m, Tr—1), (@0, @n1)) = A(b(Yonts Yot 1), D(Ynr, Yo 1)), € =" d} U P
it) {d =" {|lch(b(@m, Tm—1), b(@n, T—1))| N[},
e =" {lch(O(Ym', Y1), b(Ynr, Y1) N[} } U P
ii1) {ch(b(@m, Tm-1),b(22, 21)) =7 h(b(Ym, Y1), D(25, 21)),
d =" {lch(b(z3, 22), b, 4-1)) N},
e =" {lch(b(z3, 23), b(yns, yw—1))IN[}} U P
) {ch(O(Tm, Tm-1), b(22, 21)) =" hOYmr, Y 1)5 DY, Yr—1)),
d =" {ch(b(z3, z2), b(Tn, Tp_1))|e[} } U P
V) {ch(b(zm, Tim—1), b(zn, 2n01)) =" h(b(Yur, Yor—1), b(23, 21)),
e =" {lch(b(z3, 23), b(yn, yw—1))|d[}} U P
Fiir alle Transformationsmoglichkeiten muss gelten:
Nicht beide Variablenketten sind mit M markiert.
iy 21, 1 < i < 3 sind jeweils neue Variablen der Sorte V

und N ist eine neue Variable der Sorte U.

Abbildung 5.3. Unifikationsregeln fiir letrec-Umgebungen mit jeweils eine Varia-
blenkette pro Umgebung (Teil 1).

den Pfeil — zwischen Anfangs- und Endbindung der Teilkette gekennzeichnet ist.
Das Mittelstiick der Kette ist ch(b(z3, 22), b(z5, 24)). Die Anfangs- und Endbindung
dieser Teilkette sind durch einen einfachen Strich — verbunden. Das Endstiick der
Kette ist ch(b(zs, 25), b(zn, Tn_1)). Hier sind Anfangs- und Endbindung durch den
Pfeil — verbunden. Das Diagramm

b(l‘m, xm—l) — b<z27 Zl) b(z37 22) - b<z57 Z4) b(267 Z5) - b(flfn, xn—l)
|?

|
(Y, Y1) = b(2

2

) Zi) b(zi/’,a Zé) - d(yn’> yn’—l)

N~

symbolisiert dann die Transformationsmoglichkeiten vi) aus Definition 5.2.9, bei der
die Teilketten ch(b(zs, z2), b(25, z4)) und ch(b(Ym/, Ym—1), b(25, 1)) miteinander und
die restlichen Teilketten mit der Umgebungsvariablen der gegeniiberliegenden Umge-
bung unifiziert werden. Wir geben die entsprechenden Diagramme fiir die einzelnen
Transformationsmoglichkeiten der Regel aus Definition 5.2.9 an.

Unify-CH-KMB Die Diagramme, die die einzelnen Transformationsmoglichkeiten
der Regel Unify-CH-KMB beschreiben, sind:
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Unify — CH — KMR
{{lch(b(@m, Tm-1), b(@n, Tn-1))lelt =" {h(O(Ynr, Ymr—1), b(ynr, Y1) d]} & P =
i) {ch(b(z3, 22), (@, 1)) =" R(b(Yr, Y1), b(25, 21)),
d =" {ch(b(@m, Tm-1),b(22, 21))IN |},
e =" {lch(b(z3, 25), (Y, Yor—1)) N} } U P
i) {ch(b(zs,22),b(25,21)) =" h(b(Ymr, Yor—1), (25, 21)),
d =" {ch(b(zm, Tm_1),b(22, 21)), ch(b(z6, 25), b(Tn, Tp_1)) | N[},
e =" {lch(b(z3, 23), b(yw, yw—1))IN[}} U P
iii) {ch(b(zs, 22), (25, 21)) =" ch (Yo', Yo —1), b(Ynr, Y1),
d =" {lch(b(z, Tym_1),b(22, 21)), ch(b(26, z5), b(xpn, Tpn_1))|e}}} U P
i) {ch(b(z3, 22), b(@n, Tu-1)) =" Ab(Ym', Y1), b(Ynt, Y —1)),
d =" {|ch(b(Tm, Tm-1), b(22, 1)) e[t} U P
Fiir alle Transformationsmoglichkeiten muss gelten:
Die Variablenkette ch(b(Yum/, Ym/—1), b(Yns, Ynr—1)) ist nicht mit M markiert.
zi, 2,1 <4 < 6 sind jeweils neue Variablen der Sorte V/
und N ist eine neue Variable der Sorte U.
Unify — CH — KML
{lch(b(zm, Tn-1), b(@n, 2a-1))lels =" {ch (b, Yow—1), by, yw—1))|d]} & P =
i) {ch(b(@m, Tm-1),b(22, 21)) =" ch(b(25, 25), (Y, Y1),
d =" {lch(b(z3, 22), b(Tn, T2-1)) N},
e =" {lch(b(Ym, Ymr—1), b(25, 21)) [N} } U P
ii) {ch(b(@m, Tm-1), b(22, 21)) =" ch(b(z3, 25), b(25, 24)),
d =" {lch(b(z3, 22), b(wn, Tu-1)) N},
& =7 {ch(b (e Y1), b(zhs 1)), ch(b(zhy 24), by Y1) NI U P
1) {eh(b(ms Tn1), (s a-1)) = ch(b(zh, 25),blzh, 24)).
& =7 {ch(b (Wt Y1), b(zhs 24))s (b2, 2L), byt Y1)} U P
) {ch(b(Zm, Tm—1), b(@n, Tu-1)) =" ch(b(25, 25), b(Yn', Yn'—1)),
e =" {ch(b(Ym, Ymr—1), b(25, 21))|d[} } U P
Fiir alle Transformationsmoglichkeiten muss gelten:
Die Variablenkette ch(b(zp, Tpm-1), b(Tn, T—1)) ist nicht mit M markiert.
iy 2,1 < i < 6 sind jeweils neue Variablen der Sorte V/

und N ist eine neue Variable der Sorte U.

Abbildung 5.4. Unifikationsregeln fiir letrec-Umgebungen mit jeweils einer Varia-
blenkette pro Umgebung (Teil 2).
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5 Unlifikation von Termen mit Variablenketten

1) b(xm, Time1) —=b(Tn, 1)

b(ym’a ym’—l) — b(yn’> yn’—l)
i) b(Tm, 1) — (T, Tp_1)
b(ym’a ym’—l) — b(yn’a yn’—l)

i) (T, Tmo1) — b(29,21) b(23, 22) = b(Tp, Tp_1)

o

b(ym'7 ym'—1> = b(zév Zi) b(Zé, Zé) - b(yn’u yn’—l)

iv) (T, Tmo1) ——b(22,21) D23, 22) = b(xp, Tp_1)

?

O (Yt Ymr—1) = (Y, Ynr—1)

V) b(l’m, xm—l) = b(xrw zn—l)
| |

? 7

b(ym'7 ym'—1> — b(Zé, Zi) b(Zé, Zé) - b(yn’v yn’—l)

Unify-CH-KMR Die Diagramme, die die einzelnen Transformationsmoglichkeiten
der Regel Unify-CH-KMR beschreiben, sind:

1) b(fﬁm, xm—l) — b(227 Zl) b(Z37 Z2) - b(ITu xn—l)
|

? ?

|
b(ym’>ym’—1)'—b(zé>zi) b(Zé,Zé) eb(yn’ayn’—l)

i) b(xm, Tme1) —b(22,21)  b(z3,22) — b(z5,24) b(z6,25) = b(Tp, Tn_1)
|

? ?

2 21) blz3,25) = b(Yns Y1)

N~

b(ym’> ym’—l) — b(Z

i) b(xpm, Tm_1)— b(29, 1) b(z3, 22) b(zs,24)  b(zg,25) = b(xp, Tpy1)

b(ym’> ym’—l) = b(yn’> yn’—l)

iv) b(xpm, Tm_1) — b(29, 21) b(z3, 22) —= b(xy, Tp_1)
| |

7 7

| |
b(ym’> ym’—l) = b(yn’> yn’—l)

Unify-CH-KML Die Diagramme, die die einzelnen Transformationsmoglichkeiten
der Regel Unify-CH-KML beschreiben, sind:
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5.2 Unifikation von Termen mit Variablenketten

i) O(Tmy Te1) —— (22, 21)  b(23, 22) = b(@p, Tp—1)

? ?

w~

O(Yms Ymr—1) = b(25,21)  b(23, 25) —= b(Yw', Yrr—1)
ii) b(Zp, Tin1) — b(22, 21) b(z3, 22) = b(xy, Ty 1)
I, I,
T T
O(Yomt s Y —1) —0(25, 21)  blz3, 25) — blzg, 2) (26, 25) = b(Ynss Yrr—1)
iii) OD(Toms T1) = 0T, 1)
I, l,
_ _
O(Yomts Y1) — (25, 21)  blz5, 25) ——b(z5,25)  b(2g, 25) = b(Ynr, Ynr—1)
iV) b(l’m, xm—l) = b(xrw zn—l)

? ?

(Y Y1) — (5, 24) (5, 25) > byt Y1)

Wir benétigen noch Regeln, um Gleichungen zwischen Umgebungen zu unifizieren,
die mehrere Variablenketten pro Umgebung enthalten, wobei alle vorkommenden
Ketten durch die Aufspaltung einer Ursprungskette (durch Anwendung von Split-X
i11)) entstanden sind. D.h. es miissen Gleichungen der Form

{Hlew, s calelt =" e, .. 1]t}

unifiziert werden, wobei ¢;, ¢, Variablenketten sind, von denen maximal eine Kette
nicht mit M markiert ist. Diese nicht markierte Variablenkette enthélt die Anfangs-
bindung der urspriinglichen Variablenkette. Durch die Aufspaltung der Variablen-
ketten liegen die Teilketten in einer Umgebung in der Form:

M M
c1 G Cn

linear hintereinander. Eine Unifikation der Teilketten nach dem Schema

M
& Cit1

wobei die Teilketten ¢; und ¢}, mit M markiert sein konnen, ist nicht moglich, da
durch die resultierende Substitution ein syntaktischer Fehler in die Umgebungen
eingefithrt wird. Es werden also jeweils einzelne Teilketten miteinander unifiziert.
Dabei darf immer nur hochstens eine Teilkette mit M markiert sein.

Definition 5.2.10. Die Regeln zur Unifikation von Termen mit je einer Variablen-
kette pro Umgebung aus Definition 5.2.3 und Definition 5.2.9 werden um die Regel
aus Abbildung 5.5 erweitert, um Unifikationsgleichungen der Form

{Hlew, s calelt =" e, .. 1]t}
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5 Unlifikation von Termen mit Variablenketten

zu 16sen. Dabei sind ¢;, ¢}, Variablenketten, die jeweils durch die Anwendung von
Split-X iii) aus einer Ursprungskette entstanden sind, und e, d sind Variablen der
Sorte U.

Unify — CHS
Hlew, - sanlely = {ld, ..., dyld W P =
i) eV =* e INalh e =7 {1k, sy s o il Ml
d="{lei,...,ci_1,Cit1.- . ca| Na}} U P
wenn eine der beiden Variablenketten ¢;, ¢}, oder beide Ketten
nicht mit M markiert sind. Ny, Ny sind neue Variablen der Sorte U.
i) {e ="{c, ..., ,IN},d="{ci,...,cal N}}UP
wenn alle Variablenketten ¢;, ¢}, mit M markiert sind.

N ist eine neue Variable der Sorte U.

Abbildung 5.5. Unifikationsregel fiir letrec-Umgebungen mit mehreren Teilketten
pro Umgebung, die durch Aufspaltung einer Ursprungskette entstanden sind.

Die Transformationsméglichkeit i) der Unify-CHS-Regel behandelt den Fall, dass die
Teilkette, die die Anfangsbindung der urspriinglichen Variablenkette enthélt (und
deshalb nicht mit M markiert ist) mit einer beliebigen Teilkette der gegeniiberlie-
genden Umgebung unifiziert wird. Die resultierende Gleichung {|c;| Ny [} =7 {|¢},| No[}
kann anschliefend mit einer der Regeln Unify-CH-KMB, Unify-CH-KMR oder
Unify-CH-KML transformiert werden. Die restlichen Teilketten der Umgebung wer-
den mit der Umgebungsvariablen der gegeniiberliegenden Umgebung unifiziert. Der
Fall {cM|Ni[} =" {M|N,f} dass beide Variablenkette mit M markiert sind, muss
nicht betrachtet werden, da keine der beiden Ketten die Anfangsbindung der ur-
spriinglichen Kette enthalt, fiihrt die berechnete Substitution fiir diesen Fall einen
syntaktischen Fehler in die Umgebungen ein. Die Transformationsmoglichkeit i)
deckt den Fall ab, dass die Variablenketten der beiden Umgebungen disjunkt sind.

Beispiel 5.2.11. Wir geben ein Beispiel, wie die Unifikation einer Variablenkette,
die nicht mit M markiert ist, mit einer Variablenkette, die mit M markiert ist,
in einem Unifikator resultiert, der einen syntaktischen Fehler in die Umgebungen
einfithrt, in denen die Ketten enthalten sind. Die Sorten der Variablen des Unifika-
tionsproblems sind x;,y;, 2; : 'V, e,d : U und b, : B.

{{lch(b(@2, 21), b(2n, 2n1))lelt = {b1, ch(b(y2, y1), b(ynrs yor—1))|d ]} }
Split-L iii) (b 2 b(zs, 7).

{lch(b(y2, v1), (Y, Y1) d]} =7

{lch(b(wa, 21), b(22, 21)), ch(b(24, 23), b(x, Tn1)) |e]} }
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5.2 Unifikation von Termen mit Variablenketten

Unify-CHS 1) {bl _? b(Z3, Z2)7

{ch(®(y2, y1)s b(Ynrs yur—1)) | N1y =" {ch(b(24, 23), b(wn, 20-1)) M [ Nal}
e =" Ny,d =" {lch(b(xs,z1),b(22,21))| N1} }
U-CH-KMR iv) (by =" b2 25).
ch(b(27, 26) b(Yns, Y—1)) =" ch(b(z4, 23), b0, 20-1))™
Ny =" {lch(b(ya2; y1), b(26, 25)) [ N1 [}
e =" Ny, d="{ch(b(xy,11),b(22, 21))| N1 [} }
2 {by =" b(z3, 22),
b(27, 26) = b(24, 23), 0(Yns, Y —1) =’ b(n, Tn-1)
Ny =" {lch(b(ya2; y1), b(26, 25)) N1 [}
e =" Ny,d =" {lch(b(xz,z1),b(20,21))| N1 |} }
DX, Ly =" b(z3, 22),
20 =" 24, % = 28, Yn' = T, Yn'm1 = Tn_1
Ny =7 {|ch(b(y2, y1), b(26, 25)) | N1 [}
e =" Ny,d="{lch(b(xz,z1),b(z0,21))|N1|}}
{by =7 b(23, 20),
27 =" 24,2 = 23, Ynt = Ty Y1 = Tn1
Ny =" {lch(b(y2; y1), b(23, 25)) N1 [}
e =" {lch(b(ya, 1), b(23, 25)) N1}, d =7 {{ch(b(w2, 1), b(22, 21)) [ N1 [} }

Elim z¢,N2
B N

Das Unifikationsproblem in der letzten Zeile ist in geloster Form und représen-
tiert einen Unifikator o. Im Term {b1, ch(b(ya, y1), b(Yn/, Ynr—1))|d[} wird die Ket-
te analog zur Anwendung der Regel Unify-CH-KMR iv) bei der Unifikation zu
{161, ch(b(y2, y1), b(z6, 25)), ch(b(z7, 26), O(Yns, ynr—1))|d[} aufgespalten. Jetzt kann o
angewendet werden:

U({|bla Ch(b(y2a y1)> b(zﬁa Z5))> Ch(b(Z7, ZG)? b(yn’> yn’—l))|d|})
= {b(zs, 22), ch(o(b(y2, 41)), b(z3, 25)), o (ch(b(z7, 26), (Y, Yn—1))) | (d)][}-

Die unterstrichenen Bindungen markieren die Stellen, an denen o einen syntakti-
schen Fehler in die letrec-Umgebung einfiihrt.

"Die Regel Unify-CH-KMR iv) wird auf die Variablenkette ch(b(z4, 23), (2, Tn—1))* angewen-
det, die auf der rechten Seite einer Unifikationsgleichung steht und mit M markiert ist. Nach
Defintion 5.2.9 der Unifikationsregeln ist diese Anwendung nicht zuléssig. Das Beispiel soll il-
lustrieren, weshalb eine solche Anwendung der Unify-CH-KMR-Regel durch die Definition der
Regel ausgeschlossen wird.
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5 Unlifikation von Termen mit Variablenketten

5.2.3 Terminierung

Die Unifikationsprozedur, die durch die Transformationsregeln aus den Definitio-
nen 5.2.3, 5.2.9 und 5.2.10 beschrieben wird, terminiert fiir Unifikationsprobleme
mit Termen, die maximal eine Variablenkette pro Umgebung enthalten. Auflerdem
diirfen in den zu unifizierenden Termen alle Variablen der Sorte U, K oder M nur
genau einmal vorkommen, damit es durch eine Anwendung von Variable Eliminati-
on nicht zu einer Vervielfachung von Variablenketten in einer Umgebung kommen
kann.® Die Uberlegung zur Terminierung der Unifikationsprozedur fiir solche einge-
schriankten Unifikationsprobleme ist folgende: Zur Unifikation von Termen die eine
Variablenkette enthalten, miissen Unifikationsprobleme der Form

b1, ... b, clely =7 {bh, ..., 0L, e}

gelost werden, wobei b;, b, letrec-Bindungen, ¢, ¢ Variablenketten und e, ¢’ Varia-
blen der Sorte U sind. Dazu wird zunéchst eine Folge von Transformationen mit
Regeln aus Definition 5.2.3 auf das Unifikationsproblem angewendet, die die Bin-
dungen b;, b, nach dem Schema der CI-Unifikation unifizieren (dieser Prozess termi-
niert nach Satz 4.4.7) oder die Bindungen werden durch die Anwendung von Split-X
mit Bindungen aus Variablenketten unifiziert. Die Anwendung von Split-X auf eine
Kette ¢ oder ¢ ist dabei durch die Anzahl der Bindungen in der gegeniiberliegen-
den Umgebung beschrankt. Auch diese Folge von Transformationen terminiert, da
die Anzahl der enthalten Bindungen m und m’ endlich ist. Durch diese Folge von
Transformationen wird das Unifikationsproblem in die Form

{{|Cl, e ,Cn|d|} =’ {|C’1, e ,C;L/|d,|}, S1 =’ tl, 1 =’ tl}.

gebracht. ¢;, ¢, sind durch die Anwendung von Split-X iii) aus ¢ bzw. ¢’ entstandenen
Teilketten und d,d’ sind Variablen der Sorte U. Die Gleichungen s; =" t; sind
Unifikationsgleichungen in semi-geloster Form (Definition 4.4.3) und enthalten die
b;, b,. Ein Unifikationsproblem in dieser Form enthilt maximal eine Variablenkette
pro Umgebung, die nicht mit M markiert ist, und kann durch eine Anwendung von
Unify-CHS u.U. gefolgt von der Anwendung einer der Regeln aus Definition 5.2.9
und einer endlichen Folge von Variable Elimination-Schritten in semi-geloste Form
gebracht werden.

Ausblick Die Behandlung der Unifikation von Termen mit Variablenketten in die-
sem Kapitel ist eher informell. An vielen Stellen, an den eigentlich Beweise von Aus-
sagen notig sind, werden lediglich Beispiele gegeben. Insbesondere die Vollstindig-
keit der Unifikationsprozedur wird nicht ausfiihrlich untersucht. Es wird vermu-
tet, dass die beschriebene Unifikationsprozedur, die sich aus der Beschrinkung

8Die Unifikationsprobleme, die zur Berechnung von Uberlappungen gelost werden miissen, erfiillen
diese Beschrinkung. Siehe hierzu auch: Definition 6.3.4 von eingeschrinkten Unifikationspro-
blemen.
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5.2 Unifikation von Termen mit Variablenketten

von Anwendungen der Split-Axiome ergibt, eine Eigenschaft besitzt, die man als
Uberlappungs-Vollsténdigkeit bezeichnen kénnte. Damit ist gemeint, dass fiir die
alle fiir die Berechnung von Uberlappungen relevanten Unifikator von der Unifikati-
onsprozedur gefunden werden.
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6 Unifikation von Termen mit
Kontextvariablen in X/¢

A'*-Reduktionsregeln enthalten Kontextvariablen als zusitzliches Konstrukt, das
bisher nicht behandelt wurde. Diese miissen auch in X' dargestellt und bei der Uni-
fikation beriicksichtigt werden. Das kann geschehen, indem eine zusétzliche Menge
von Kontextvariablen betrachtet wird. Terme mit Kontextvariablen sind aufgebaut
wie wohlsortierte Terme mit zusétzlichen Kontextvariablen. Kontexte sind Terme,
die an einer Position einen speziellen Loch-Operator ([J) enthalten, in den Terme
oder Kontexte eingesetzt werden konnen. Kontextvariablen in Termen koénnen von
Substitutionen durch Kontexte ersetzt werden. Syntaktisch kéonnen Kontextvaria-
blen wie Funktionssymbole der Stelligkeit 2 behandelt werden. Da wir Signaturen
mit Sorten betrachten, besitzen Kontexte und Kontextvariablen eine Sorte R — S.

Unifikation von Termen mit Kontextvariablen ist eine Variante der Unifikation zwei-
ter Ordnung, da Kontexte als A-Terme mit genau einem Vorkommen einer gebunde-
nen Variablen betrachtet werden konnen. D.h. ein Kontext ¢ entspricht dem Term
ALlt, wobei die gebundene Variable [J genau einmal in ¢t vorkommt. Unifikation
zweiter Ordnung ist (ebenso wie Unifikation hoherer Ordnung) als unentscheidbar
bekannt (Goldfarb, 1981). Die Entscheidbarkeit der Unifikation von Termen mit
Kontextvariablen ist ein offenes Problem. Gelten fiir ein Unifikationsproblem mit
Kontextvariablen bestimmte Einschriankungen, kann die Entscheidbarkeit gezeigt
werden. Schmidt-Schauf3 (1994) zeigt, dass unter bestimmten Strukturbeschrankun-
gen der Unifikationsgleichungen (so genannte stratifizierte Gleichungen) das Unifi-
kationsproblem entscheidbar wird. Das Unifikationsproblem ist auch entscheidbar,
wenn nur zwei Kontextvariablen vorkommen (Schmidt-Schaufl & Schulz, 2002) oder
wenn alle Kontextvariablen maximal zweimal in einem Unifikationsproblem vor-
kommen (Levy, 1996). Comon (1998) zeigt, dass Unifikation mit Kontextvariablen
entscheidbar ist, wenn alle in einem Unifikationsproblem vorkommenden Kontext-
variablen C" auf den gleichen Term ¢ angewandt werden.

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Unifikation von Termen mit Kon-
textvariablen in X'/, Das Kapitel ist folgendermaBen aufgebaut: In Abschnitt 6.1
werden Kontexte, Kontextvariablen und Terme mit Kontexten eingefiihrt. Diese
Konstrukte werden beziiglich einer Signatur mit Sorten definiert. Die Signatur X'
wird erweitert, um die entsprechenden Kontextvariablen (fiir allgemeine Kontexte,
Oberflichen-, Reduktions- und schwache Reduktionskontexte) aus Al darstellen zu
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6 Unifikation von Termen mit Kontextvariablen in Y'¢t

kénnen. Durch die Definition von Kontextvariablen fiir Terme mit Sorten existieren
in Y'** mehr Kontextvariablen als im Ursprungskalkiil A, Einige Probleme, die sich
daraus ergeben, werden kurz diskutiert. Um diesen Problemen zu begegnen, werden
zuldssige X'°t - Terme definiert, die nur bestimmte Kontextvariablen enthalten diirfen.

Im anschlieBenden Abschnitt 6.2 werden Substitutionen erweitert zu Abbildungen,
die Variablen auf Terme und Kontextvariablen auf Kontexte abbilden. Wir wer-
den sehen, dass Wohlsortiertheit einer Substitution o in X' als Kriterium nicht
ausreicht, um alle Einschrinkungen, die fiir ¥'**-Kontexte nach der Definition von
Kontexten in A’ gelten miissen, darzustellen. Als wesentliches Kriterium fiir (wohl-
sortierte) Substitutionen wird Wohlstrukturiertheit eingefithrt. Diese verlangt, dass
fiir alle Komponenten {C +— ¢} einer Substitution die Struktur des Kontextes ¢ der
Sorte der Kontextvariablen C' entspricht.

In Abschnitt 6.3 befassen wir uns mit der Unifikation von ¥*-Termen, die Kon-
textvariablen enthalten. Das Vorgehen ist analog zum Bisherigen: Ein Unifikati-
onsproblem wird schrittweise in geloste Form transformiert. Es wird festgestellt,
dass alle X'**-Unifikationsprobleme, die zur Berechnung (kritischer) Uberlappungen
gelost werden miissen, einer Beschrankung unterliegen, unter der sie entscheidbar
sind (der Beschrankung von Comon (1998)). Im Anschluss daran wird der Unifika-
tionsprozess fiir X'**-Terme mit Kontextvariablen beschrieben, der in zwei Schritten
ablauft: Zuerst wird mit Unifikationsregeln, die sich an den Regeln von Comon ori-
entieren, ein wohlsortierter Unifikator fiir ein Unifikationsproblem berechnet. Die
Vollstiandigkeit und die Terminierung dieser Unifikationsprozedur wird hier nur an-
gedeutet, der komplette Beweis wird nicht gegeben (er ist in der zitierten Arbeit von
Comon zu finden). Anschlieend wird der berechnete Unifikator an Einschrankun-
gen angepasst, die sich durch die Definition von Kontexten in A" ergeben. Dieser
Prozess der Wohlstrukturierung wird in Abschnitt 6.3.1 beschrieben. Abschliefend
wird ein ausfiihrliches Beispiel fiir die Berechnung einer vollstandigen Menge von
Unifikatoren fiir ein Y'**-Unifikationsproblem gegeben.

In diesem Kapitel wird die Links-Kommutativitdat des Funktionssymbols {| - | - [}
ignoriert. Es wird als zweistelliges Funktionssymbol behandelt, fiir das weiter keine
Bedingungen gelten. Des weiteren werden in diesem Kapitel keine Variablenketten
betrachtet. Die Signatur Elﬁ‘} wird im verkiirzt als X'** geschrieben.

6.1 Kontexte und Kontextvariablen

Um Terme mit Kontextvariablen darzustellen, wird als zusétzliches syntaktisches
Konstrukt eine Menge von Kontextvariablen CX benétigt. Kontextvariablen werden
durch die Symbole C,C;,C'D, E, ... bezeichnet. Alle Kontextvariablen C' € CX
haben die Stelligkeit 2. Signaturen mit Sorten werden erweitert um die Abbildung
Scx : CX — Sy, x Sy, die jeder Kontextvariablen ein Paar von Sorten zuordnet.
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Im weiteren Verlauf schreiben wir S und meinen damit entweder die Abbildung
Sy : X — Sy oder S¢x : CX — Sy, X Sy, je nachdem ob das Argument eine Variable
oder eine Kontextvariable ist. Ist C' eine Kontextvariable, so dass S(C) = (R, S5),
dann schreiben wir auch C(g gy oder C': R — S. Fiir eine Signatur X mit Sorten
enthélt die Menge der Kontextvariablen fiir alle Sortensymbole R, S € Sy, abzahlbar
unendliche viele Kontextvariablen der Sorte (R, S).

Fiir Paare (R, S) von Sorten definieren wir T folgendermafien:
(R,S)C (R,S"Ygdw. RC R und SC 5"

Wir bezeichnen mit Cy den reflexiven, transitiven Abschluss von Ty, und schreiben
wie gewohnt kurz .

Die Definition der X-Terme der Sorte S wird um Kontextvariablen erweitert.

Definition 6.1.1. Sei X eine Signatur mit Sorten, X eine Menge von Variablen
und CX eine Menge von Kontextvariablen, so dass ¥ N X N CX = (). Die Menge
T(3,5, X, CX) aller X-Terme der Sorte S iiber X und CX ist induktiv definiert
durch

i) zeT(%,5, X, CX), wenn z € X mit S(z) C S.
i) teT(X,5,X,CX),wennt: Re¥Xund R S.

i) {z—r}teT(X%,S,X,CX),wennt € T(X,S, X, CX), r € T(X, R, X, CX) und
R C S(x).

iv) C(t) € T(%2, 5, X, CX), wenn C € CX eine Kontextvariable ist mit Sgx(C) =
(R',S"),sodass S’C Sund t € T(X, R, X, CX), so dass RC R'.

Die ersten drei Punkte der Definition entsprechen der bisherigen Definition von -
Termen. Neu hinzu kommt, dass 3-Terme der Sorte S gebildet werden kénnen, durch
die Anwendung einer Kontextvariablen C' € CX der Sorte (R, S’) auf einen Term
mit einer Sorte kleiner oder gleich R’. Dabei muss S’ eine Subsorte von S sein.

Definition 6.1.2. Sei X eine Signatur mit Sorten, X eine Menge von Variablen
und CX eine Menge von Kontextvariablen, so dass ¥ N X N CX = (). Die Menge
C(%, (R, S), X, CX) aller X-Kontezt der Sorte (R, S) iiber X und CX ist induktiv
definiert durch

i) Oe C(3,(R,S), X, CX), fiir alle R, S € Sk.
i) CeC(%,(R,S), X, CX), wenn C € CX mit Sex(C) C (R, S).
iii) ¢t[0], € C(%,(R,5), X, CX), wenn t € T'(X, 5", X, CX) keine Variable z € X

ist, so dass S’ C S und p € Pos(t), so dass t|, =s: R' C R.

Kontexte der Sorte (R,.S) sind entweder Kontextvariablen mit einer Sorte (R',S")
kleiner gleich (R, S), oder der spezielle (leere) Kontext [J; der fiir alle Sorten R, S alle
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Paare (R, S) als Sorte besitzt. Ein neuer Kontext der Sorte (R, S) kann aus einem
Term ¢ der Sorte S’ kleiner oder gleich S konstruiert werden Dies geschieht, indem in
t (an einer Position p) ein Subterm s mit einer Sorte R’ kleiner oder gleich R durch
den Kontext [ ersetzt wird. D.h. ein Kontext ist entweder eine Kontextvariable,
oder ein Term mit (genau) einem Loch [J. Um Kontexte zu bezeichnen, verwenden
wir die Symbole ¢, c1, ', d, .. ..

Im Gegensatz zu Variablen x € X, die in der Baumdarstellung eines Terms nur als
Blatter vorkommen, kénnen Kontextvariablen als beliebige Knoten im Baum (mit
maximal einem Kind) vorkommen. In Abbildung 6.1 ist ein beispielhafter Kontext
in seiner Baumdarstellung zu sehen.

Abbildung 6.1. Baumdarstellung des ¥-Kontextes f(z, f(C(y), D(O))).
Aus der Definition der Subsorten-Quasiordung auf Tupel von Sorten und der Defi-
nition von Kontexten folgt, direkt:

Korollar 6.1.3. Sei ¥ eine Signatur mit Sorten.

i) Fiir alle Paare von Sorten (R,S),(R',S’) € Sy x Sy gilt: (R,S") C (R,S)
impliziert C (3, (R',5"), X, CX) C C(%, (R, 5), CX).

ii) Fiir Kontextvariablen gilt: C' € T'(%, (R, S), X) < S(C) C (R, S).
In das Loch eines Kontextes kénnen Terme oder Kontexte (einer entsprechenden

Sorte) eingesetzt werden.
Definition 6.1.4. Sei t[d], : R — S ein ¥-Kontext, und s : R C R ein X-Term.
e Wenn p # € gilt, dann ergibt die Anwendung des Kontextes auf den Term
O (s) == tlsly

einen Y-Term der Sorte S. Wenn s : R' — 5’ ein ¥-Kontext ist, so dass S’ C R,
dann ergibt die Anwendung einen Y-Kontext der Sorte R’ — S.

e Wenn p = € gilt, dann ergibt die Anwendung des Kontextes auf den Term

O(s) :=s
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ein Term der Sorte R'. Ist s ein Kontext der Sorte R’ — S’, dann ergibt die
Anwendung ein Kontext der Sorte R — 5’.

Wenn ¢; und ¢y Kontexte sind, dann bezeichnen wir ¢ (c2) als Kontextschachtelung.

Definition 6.1.5. Wir definieren die Menge T'(3, X, CX) aller wohlsortierten ¥-
Terme, die um eine Menge von Kontextvariablen erweitert ist, als

U {7z, 5, x, cx)}

SeSy

und die Menge C(X, X, CX) aller wohlsortierten ¥.-Kontexte als

U {cE s x, cx).

SE(SuxSy)

Die Sorte eines Kontextes c ist definiert als die Menge

Sg(C) = {S c (Sg X SE) ‘ cE T(E,S, X, CX)}

und die Sorte einer Kontextvariablen C ist definiert als

Se(C) = {S € (Sy, x Sy) | S(C) C SY.

Eine Signatur 3 wird als regulir bezeichnet, wenn (Sy, C ) und (Sg x Sy, C )
partiell geordnete Mengen sind und fiir jeden Term ¢ und jeden Kontext ¢ die Men-
gen Sy (t) und Sx(c) ein kleinstes Element besitzen. Das kleinste Element wird mit
LSx(t) bzw. LSx(c) bezeichnet. Ist eine Signatur regulér, so schreiben wir fiir die
partielle Ordnung auf der Menge der Sortensymbole C anstatt C . Wir beschrdanken
uns im weiteren Verlauf dieses Kapitels auf die Betrachtung regulédrer Signaturen.

Definition 6.1.6. Die Signatur X'* wird veréndert, um die entsprechenden Kon-
textklassen aus A’ darstellen zu konnen. Dazu werden neue Sorten L, Ap fiir
letrec-Terme und Applikationen eingefiihrt. Die Sorte A, die bisher Abstraktionen
reprasentierte, wird in Ab umbenannt. Die Funktionsdeklarationen werden entspre-
chend angepasst. Als neue Sorten werden auflerdem eingefiihrt:

e Die Sorte ST reprisentiert A'*-Oberflichenkontexte, in die ein Term mit einer
Subsorte von T eingesetzt wurde. X!**-Oberflichenkontexte sind X'*-Kontexte
der Sorte R — S mit (R, S) C (T,ST),S # V. Eine X'*-Oberflichenkontext-
variable ist eine Kontextvariable D € CX der Sorte T — ST.

e Die Sorte RT reprisentiert A'“-Reduktionskontexte, in die ein Term mit
einer Subsorte von T eingesetzt wurde. X'“-Reduktionskontexte sind X’¢-
Kontexte der Sorte R — S mit (R,S) C (T,RT),S # V. Eine X'
Reduktionskontextvariable ist eine Kontextvariable D € CX der Sorte T —
RT.
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6 Unifikation von Termen mit Kontextvariablen in Y'¢t

e Die Sorte RWT dient zur Darstellung von schwachen — A’°-
Reduktionskontexten, in die ein Term mit einer Subsorte von T ein-
gesetzt wurde. Wir bezeichnen X!*-Kontexte der Sorte R — S mit
(R,S) T (T,RWT),S # V als schwache Y'*-Reduktionskontexte. Eine
schwache Y'*-Reduktionskontextvariable ist eine Kontextvariable D € CX
der Sorte " — RWT.

e Zur Darstellung von allgemeinen A'“*-Kontexten in X' wird keine zusétzli-
che Sorte benétigt. Sie werden durch Y'*-Kontexte der Sorte R — S mit
(R,S)C (T,T),S # V reprisentiert. Eine allgemeine '“-Kontextvariable ist
eine Kontextvariable D € CX der Sorte T'— T

Fiir alle Y!-Kontexte der Sorte (R, S) wird S = V verboten, weil es keine Funk-
tionsdeklaration der Sorte V in X'* gibt. Die Subsortendeklarationen werden so
getroffen, dass sie der Semantik des A'**-Kalkiils entsprechen. So ist beispielswei-
se die Sorte der schwachen Reduktionskontexte eine (echte) Subsorte der Sorte der
Reduktionskontexte.

ylet = { Subsortdeklarationen :
Ab, Ap, VL C T,
Ap, LC ST C T,
Ap,L C RT C ST,
ApC RWT C RT,
BCU,
Funktionsdeklarationen :
abs : V. — T — Ab  (Abstraktion),
app: T — T — Ap  (Applikation),
letrec: U - T — L (letrec),
{-|-}: B—U—U (Letrec — Umgebung),
bind:V —-T—B (
0:U (

letrec — Bindung),
leere letrec — Umgebung) }

Die erweiterte Signatur ist immer noch einfach, erfillt die maximal-sorts-condition
und hat den Grad 1, d.h. ihr Unifikationstyp (ohne Kontextvariablen) ist eindeutig
(siehe Kapitel 3). Abbildung 6.1.6 zeigt ein Hasse-Diagramm der Sortstruktur.

Die in Abschnitt 3.3.2 definierte Abbildung [ ] : Al — T(X' X)) wird folgender-
mafen zu einer Abbildung [ ] : A — T(Zﬂf“}, X) erweitert, um Kontextvariablen
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T U

1N |

v ST Ab B

e

L RT

RWT

App

Abbildung 6.2. Hasse-Diagramm der Sortstruktur von 3.

zu ubersetzen:

[C[s]] = [C](Is]) (analog fiir S, R oder R™)
[Cl=C:T—-T
[S]=5:T— ST
[R] = R:T — RT
[IR”] =R :T— RWT

Die Ubersetzung, die X**-Terme in A'*-Ausdriicke abbildet, wird mit [ ]~ bezeich-

net.

Bemerkung 6.1.7. Der Kontextbegriff in X'* weist beziiglich des Kontextbegriffs
in A" eine Reihe von Problemen auf:

i)

i)

Nach Korollar 6.1.3 ist abs(0J,s) : V' — Ab wegen (V, Ab) C (7, T) auch ein
Kontext der Sorte T'— T', die nach unserem Verstéindnis allgemeine Kontexte
reprisentiert. Allerdings darf nach Definition 2.2.1 das Loch in einem allgemei-
nen Kontext nicht an einer Position in einem Ausdruck vorkommen, an der nur
Variablen stehen diirfen. So ist beispielsweise auch letrec(b((d, s),t) : V — T
eine Instanz eine Y'*-Kontextes, die keine Entsprechung eines A'**-Kontextes
besitzt. Diesem Problem kann man begegnen, indem man Locher in X'ei-
Termen an Positionen verbietet, an denen nur Terme der Sorte V stehen
diirfen. Allerdings kann man damit nicht das allgemeine Problem losen, das
auch fiir andere Kontextklassen gilt. Beispielsweise ist app(s,[J) : T"— Ap in
Yt wegen (T, Ap) C (T, RT) ein RT- und ein RWT-Kontext, aber in A’
stellt der Kontext keinen giiltigen Reduktionskontext dar.

Das Einsetzen in Locher und die Definition von Kontexten erlauben es in X,
Kontexte zu konstruieren, die zwar die (Sub-) Sorte einer bestimmten Kon-
textklasse haben, aber im Sinne der A'*-Kontexte keine Kontexte der entspre-
chenden Kontextklasse mehr sind. Betrachte beispielsweise die ¥'*-Kontexte
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c = app(0,s) : T — Ap und ¢; = abs(x,0) : T — Ab. Einsetzen von ¢,
in ¢; ergibt app(abs(xz,0),t) : T — Ap (nach Definition 6.1.4). Diese Sorte
ist in X' eine Subsorte der Sorte von Oberfliichen- und (schwachen) Reduk-
tionskontexten. Der Kontext c;(cy) ist aber in A" weder ein Oberflichenkon-
text noch ein (schwacher) Reduktionskontext. In X' lisst sich fiir Kontexte
¢ Ry — S, ¢co : Ry — Ty die Sorte der Anwendung ¢;(cz) : R — S, die
der A'-Kontextklasse entspricht, folgendermaBen bestimmen: Nach Definiti-
on 6.1.4 gilt R = Ry und fiir die Sorte S haben wir S = lub(S;, S2). Fiir die
Anwendung app(abs(xz,),t) obiger Beispielkontexte ergibt sich so die Sorte
(T, lub(Ap, Ab)) = (T,T), die der Sorte der Kontextvariablen entspricht, die
allgemeine A'*-Kontexte reprisentieren.

iii) Eine Unterscheidung zwischen ST und RT Kontexten ist nur anhand der Sor-
ten in X' nicht moglich.

Um einigen der geschilderten Problemen zu begegnen, definieren wir:

Definition 6.1.8. Ein X'**-Term ¢ wird als zuldssig bezeichnet, gdw. fiir alle Kon-
textvariablen C' in t gilt S(C) = (T,T) oder S(C) = (T, ST) oder S(C) = (T, RT)
oder S(C) = (T, RWT).

Ein Y-Kontext ¢ wird als zuldssig bezeichnet, gdw. fiir einen zuldssigen Term
t, der Term c(t) zuldssig ist und ¢ keine Locher an Positionen besitzt, an denen
nur Variablen der Sorte V oder Terme einer Subsorte von U stehen diirfen. D.h.
Vp € Pos(c) : ¢, = abs(x,s) = = # O und ¢|, = bind(z,s) = = # 0O, sowie
clp = letrec(s,t) = s # O und ¢|, = {|s|t]} = s # O, t # 0.

Das erste Problem aus Bemerkung 6.1.7 wird durch diese Definition gelost: Es wer-
den nur Kontextvariablen in zulissigen X'~ Termen erlaubt, die eine Entsprechung
in Al besitzen (d.h. Kontextvariablen fiir allgemeine Kontexte, fiir Oberflichenkon-
texte, und (schwache) Reduktionskontexte). AuBlerdem sind Locher an Positionen in
Termen, an denen ausschliefilich Variablen der Sorte V' oder Terme mit einer Sub-
sorte von U stehen diirfen, in zuldssigen Termen und Kontexten verboten.

Fiir zuldssige Terme und Kontexte gilt, dass sie eine Entsprechung in A’
Ausdriicken besitzen.

Lemma 6.1.9. Sei t ein zuldssig Y'*-Term, dann ist [t]~ € Al

Beweis. Durch strukturelle Induktion iiber den Aufbau von zuléssigen Termen und
Kontexten und der Anwendung von [[|~. O

Im folgenden Abschnitt wenden wir uns den Problemen 2 und 3 aus Bemerkung
6.1.7 zu.
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6.2 Wohlstrukturierte Substitutionen in '€t

6.2 Wohlstrukturierte Substitutionen in 2/¢

Es werden Substitutionen fiir Terme und Kontexte mit Kontextvariablen eingefiihrt
zunéchst fiir den Fall einer Signatur > ohne Sorten.

Definition 6.2.1. Analog zu einer Substitution o; : X — T'(X, X, CX), die Varia-
blen auf Terme abbildet, definieren wir eine Substitution o, : CX — C(3, X, CX),
die Kontextvariablen auf Kontexte abbildet, so dass die Menge {C € CX | 05C # C}
endlich ist. Ein Paar von Substitutionen (o, 03) wird erweitert zu : T'(%, X, CX) —
T(3,X,CX)und 7 : C(3, X, CX) — C(3, X, CX), so dass

o 8|X =0 und 5‘0){202,

o (f(tl,... 2)) = f(Gty,...,Tt,) fiir alle ty,...,t, € T(Z, X, CX) und alle
fex,
® (f(tl, tl 1,C, tz—l—la---t )) = f(E 1, O'tl 1,50 O'tH_l,. ) fir alle tl,
T(3, X, CX), alle c € O(3, X, CX) alle fe X" undalle1<z<n
i ( (Ut)) = 3(c(t)) und 3(c1(0ca)) = T(ci(cp)) fiir alle ¢, 1, ¢, € O(X, X, CX)
und t € T'(X, X, CX),
e 5(0) =0

Im weiteren Verlauf wird zur Vereinfachung der Notation nicht zwischen (o4, 02) und
(0,0) unterschieden. Das Paar wird kurz als ¢ bezeichnet. Die Domain von o ist
definiert als die Vereinigung von Domyx (o) :={z € X | oz # x} und Domex(o) =
{C € CX | oC # C}. Die Range von o ist die Menge der Terme in T(%, X, CX) U
C (3, X, CX), die Bilder der Variablen in Dom(c) sind. Wir schreiben

{113'1 Htla--'azm ’_)tmacl ’_)Cla-"acn'_)cn}
mit ty,...,t, € T(X, X, CX) und cy,...,c, € C(3, X, CX) fiir die Substitution mit
der Domain {z1,...,2,,C1,...,C,}. Die Menge aller unsortierten Substitutionen

wird als Subs; bezeichnet.

Wir bemerken, dass Substitutionen keine Locher in Terme einfithren. D.h ein Term
t kann durch Anwendung einer Substitution ¢ nicht zu einem Kontext gemacht
werden. Ebenso wenig kann ein Kontext ¢ durch Anwendung von ¢ zu einem Kontext
mit mehr als einem Loch gemacht werden. Wir definieren unter welcher Bedingung
Substitutionen wohlsortiert sind.

Definition 6.2.2. Die Menge der wohlsortierten Substitutionen Subys ist definiert
als:

Suby, := {0 = (01,02) € Subs | Sx(01x) D Su(x), Sx(02C) D Sx(C)}.
Fiir reguldre Signaturen ist dies gleichbedeutend mit

Subz = {O’ = (0'1,0'2) € Subf | LSE(O'll’) Q LSZ(ZL'),LSZ(O'QC) Q LSZ(C)}

125



6 Unifikation von Termen mit Kontextvariablen in Y'¢t

Unter Punkt 2 der Bemerkung 6.1.7 haben wir gesehen, dass beispielsweise ein
Kontext der Form ¢ = app(abs(x,0),t) : T — Ap eine Subsorte der Sorte von
Ytet_Oberfliichen- und (schwachen) Reduktionskontexten besitzt. Allerdings ist ¢ in
Al weder ein Oberflichenkontext noch ein (schwacher) Reduktionskontext. Das
Kriterium der Wohlsortiertheit reicht an dieser Stelle nicht aus, um beispielsweise
eine Substitution der Form {R(r rr) — app(abs(z,0),t)}, die beziiglich der A’
Kontextsyntax keine giiltig Losung darstellt, zu vermeiden. Wir definieren deshalb:

Definition 6.2.3. Eine wohlsortierte Substitution
o= (01: X =T X, CX),00: CX — C(X X, CX))

wird als wohlsortiert beziiglich der A''-Kontextsyntax (oder einfach kurz wohlstruk-
turiert) bezeichnet, gdw.

i) alle Terme und alle Kontexte der Range von o zuléissig und alle Kontextvaria-
blen in Dom(os) zuldssig sind. Und

ii) fiir alle C' € Dom(o) mit 02(C') = ¢ und fiir alle Kontexte ¢y, ¢o, deren Wur-
zelsymbole ungleich bind und {| - | - [} sind, so dass ¢ = ¢;(cg), gilt

snd(LSsuet(c1)) 3 snd(S(C)) und snd(LSsuet(c2)) 3 snd(LSsue: (C))

Wobei snd eine Funktion ist, die wenn ein Tupel gegeben ist, das zweite Ele-
ment des Tupels zuriick gibt, snd(R,S) = S. Und

iii) fir alle C' € Dom(o2) der Sorte (R,S) C (7, ST) mit 02(C) = ¢ gilt, wenn
|, = abs(x,t), dann enthilt ¢ kein Loch, d.h. t € T(X! X, CX) fiir alle
p € Pos(c). Und

iv) fiir alle C' € Dom(oy) der Sorte (R,S) C (T, RT) mit o9(C) = ¢ gilt, wenn
clp, = app(s,t), dann enthélt ¢ kein Loch fiir alle p € Pos(c). Und

v) fiir alle C' € Dom(oy) der Sorte (T, RT) mit 02(C') = ¢ gilt, wenn ¢|, =
letrec(s,t) und einer der beiden Terme s,t ein Kontext ist, dann ist p =
€. Aulerdem wird die Bedingung 2 verschérft zu: Fiir alle Kontexte ¢y, co,

deren Wurzelsymbole ungleich bind und { - | - [} sind, so dass ¢ = ¢;(c2), gilt
snd(LSset(c1)), snd(LSsue (c2)) I RWT.

Punkt 2 der Definition stellt sicher, dass in der Range einer Substitution die Kontexte
beziiglich der Sorte der Kontextvariablen in der Domain und der A'**-Definition von
Kontexten richtig geschachtelt sind. Die Bedingungen 3 und 4 der Definition stellen
sicher, dass in YX'*-Kontexten die Locher nicht an Positionen stehen, an denen sie
fir die entsprechenden A'-Kontexte nicht erlaubt sind. Bedingung 5 garantiert,
dass Reduktionskontexte r in X! eine der folgenden zwei Formen haben: Entweder
r = ri(ry) und alle Kontexte ry,ry sind schwache Reduktionskontexte (der Sorte
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RWT) oder r = letrec(s,t) und s oder t enthalten als Subkontexte nur schwache
Reduktionskontexte.*

Beispiel 6.2.4. Die Substitution { R zr) — app(abs(z,),t)} ist nicht wohlstruk-
turiert, da fir ¢; = app(0,t),co = abs(x,0) gilt: snd(LSsu(co)) = Ab L RT =
snd(LSyiet(R)). Die Substitution { Rz zr) — app(Crr)(0), 1)} ist nicht wohlstruk-
turiert wegen T [Z RT. Im Gegensatz zum vorhergehenden Beispiel kann sie zu
einer wohlstrukturierten Substitution gemacht werden, indem die Kontextvariable
C instantiiert wird {C' — C{p. pry HB(r,rr) — app(C(r,r)(8),¢)}. Die Substitution
{Rr,rry — app(s,0)} ist nicht wohlstrukturiert, weil app(s, )| = app(s,d) gegen
Bedingung 4 aus obiger Definition verstofit.

Die zweite Bedingung aus Definition 6.2.3 beriicksichtigt keine Kontextschachtelun-
gen der Form ¢ (c2), wenn wenigstens einer der beiden Kontexte als Wurzelsymbol
{I-|-[} oder bind besitzt. Der Grund dafiir ist folgender: Wie wir schon bemerkt haben
(Bemerkung 6.1.7 und Definition 6.1.8) diirfen in zuléssigen Termen keine Locher
an Positionen auftauchen, an denen ausschliefllich Terme einer Subsorte von U ste-
hen konnen. Bei der Betrachtung aller Kontextschachtelungen kénnen allerdings
solche nicht zuldssigen Kontexte auftreten. Betrachte beispielsweise den Kontext
letrec({b(x,0)| X[}, t), der sich in ¢; = letrec(d, t) und ¢y = {|b(z,0)| X[} zerle-
gen lasst, wobei ¢; kein zuldssiger Kontext ist. Deshalb wird nur die Zerlegung in
zuléssigen Kontexte

¢ = letrec({b(x,0)|X[},t), co = O betrachtet. Diese ist ausreichend um eine
Schachtelung der Kontexte gemif der A'**-Kontextsyntax sicherzustellen.

Proposition 6.2.5. Sei ¢ eine wohlstrukturierte Substitution und ¢ ein zul&ssiger
Y'e_Term. Dann ist ot ein zulissiger X'~ Term.

Beweis. Folgt direkt aus der Definition der wohlstrukturierten Substitutionen, da
sie keine Kontextvariablen einfithren, die nicht zuléssig sind und keine Locher an
Positionen einfithren, an denen nur Variablen der Sorte V' oder Terme einer Subsorte
von U erlaubt sind. [

Proposition 6.2.6. Sei t =" s ein X‘*-Unifikationsproblem zwischen zuldssigen
Termen s,t und o eine wohlstrukturierte Losung des Unifikationsproblems. Dann
gilt [os]™, [ot]~ € Ale.

Beweis. Die wohlstrukturierte Substitution o erhélt die Zuléssigkeit der Terme s
und ¢ (Proposition 6.2.5) und nach Lemma 6.1.9 gilt fiir die zuldssigen Terme os
und ot: [os] 7, [ot]” € A, O

'Damit r fiir den Fall r = letrec(s,t) einen Reduktionskontext gem#f der Al**-Definition von
Reduktionskontexten darstellt, muss i.A. eine noch stérkere Bedingung gelten (siehe die Defi-
nition 2.2.3 von Reduktionkontexten in X!**). Da diese jedoch sehr umstéindlich zu formulieren
ist, kommen wir zu einem spiiteren Zeitpunkt noch einmal darauf zuriick (in Beispiel 6.3.8).
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Proposition 6.2.7. Seien ¢ und 7 wohlstrukturierte Substitutionen. Dann ist auch
o1 eine wohlstrukturierte Substitution.

Beweis. Seien 0 = {x1 — S1,..., Ty — $,,C1 — ¢1,...,C — ¢} und T =
{1 — t1,...,yx — tg, D1 — dy,...,D; — d;} wohlstrukturiert. Dann ist o7 =
{y1 — ot1,...,yp — otg, Dy — ody,...,D; — odi} U{x; — 5;,C; — ¢; | ;,C; €
Dom(o) — Dom(7)}. Die Komponenten {y; — ot;},1 < i < k sind wohlstrukturiert,
weil y;, t; zuldssige Terme sind (nach Voraussetzung) und o wohlstrukturiert ist, und
die Anwendung ot; nach Proposition 6.2.5 die Zuléssigkeit der Terme erhélt.

Jetzt ist noch zu zeigen, dass die Komponenten {D; — od; | 1 < ¢ < [} wohl-
strukturiert sind, d.h. fiir alle d/,d, deren Wurzelsymbole ungleich { - | - [} und
bind sind, mit d}(d}) = d; muss snd(LSsi:(ody)), snd(LSsie(od))) 2 D; gelten.
Falls d} und d, keine Kontextvariablen aus der Domain von o sind, gilt die Be-
dingung, weil die Sorte von Kontexten in einer einfachen Signatur nicht von der
Sorte der Subterme abhingig ist. Sei dj = C; eine Kontextvariable aus der Do-
main von o, dann folgt snd(LSsi:(ody)) O D; aus der Wohlsortiertheit von o:
snd(LSyiet(0d})) = snd(LSsiet(0C;)) E snd(LSswet(oc;)). Die Uberlegung ist ana-
log, falls d,, eine Kontextvariable aus der Domain von o ist, bzw. falls d}, d,, beides
Kontextvariablen aus der Domain von o sind.

Auflerdem gilt fiir alle Kontextvariablen D; € Dom(7), die eine Subsorte von (7', ST')
besitzen, dass in d; nur Kontextvariablen vorkommen, die eine Subsorte von (7, ST')
besitzen (da 7 wohlstrukturiert ist; Punkt 2 von Definition 6.2.3). Da auch ¢ wohl-
strukturiert ist, fithrt die Anwendung od; in d; keine Terme der Form abs(z,t), so
dass t ein Kontext ist. Die Uberlegung gilt gleichermaBen fiir die Bedingungen 4 und
D.

D.h. fiir die Komposition o7 zweier wohlstrukturierter Substitutionen gelten die
Bedingungen aus Definition 6.2.3, folglich ist o7 wohlstrukturiert. [

Definition 6.2.8. Seien o und 7 wohlsortierte Substitutionen und W C XU CX eine
Menge von Variablen. Die Substitution o ist allgemeiner auf W als die Substitution
7, geschrieben als o <y, 7[IW], wenn es eine wohlsortierte ¥'*-Substitution § gibt,
so dass gilt 7 = do[WV].

Da die Komposition von wohlstrukturierten X'¢*-Substitutionen o, 7 wieder wohl-
strukturiert ist, kann man analog definieren: o ngﬁf 7[W], gdw. es eine wohlstruk-
turierte Substitution ¢ gibt, so dass 7 = do[W].

6.3 Unifikation von Y/“-Termen mit Kontextvariablen

Das Vorgehen zur Losung eines Unifikationsproblems mit Kontextvariablen ist ana-
log zu den bisher vorgestellten Verfahren: Ein Unifikationsproblem wird durch suk-
zessive Anwendung von Transformationen in geloste Form gebracht, aus der ein
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Unifikator fiir das Problem direkt abgelesen werden kann. Da die Terme nun Kon-
textvariablen enthalten, passen wir die entsprechenden Begriffe dementsprechend
an. AuBerdem muss fiir ¥'**-Unifikationsprobleme beriicksichtigt werden, dass nur
wohlstrukturierte Substitutionen als Losungen in Frage kommen.

Definition 6.3.1. Eine Termgleichung ist eine Gleichung s =’ t zwischen zwei
Termen s,t € T(X, X, CX) und eine Kontextgleichung ist eine Gleichung C' =’ ¢
zwischen einer Kontextvariablen C' € CX und einem Kontext ¢ € C(X, X, CX).
Ein X-Unifikationsproblem mit Kontextvariablen ist eine endliche Menge von Term-
und Kontextgleichungen P = {s; =’ t1,...,8n = tm,C1 =" c1,...,Cp =" cu}.
Ein X-Unifikator von P ist eine wohlsortierte Substitution o, so dass ot; = os;
fir¢=1,...,m und oC; = oc; fiir j = 1,...,n. Die Menge aller wohlsortierten

Unifikatoren von P wird als Us(P) bezeichnet
Us(P) :={o € Subs| os; =ot; firi=1,...,nund C; = ¢; fir j =1,...,m}.

P ist losbar wenn Ux(P) # (). Das spezielle Unifikationsproblem L besitzt keine
Losung. Mit Var(P) wird die Menge der in P auftauchenden Variablen und Kon-
textvariablen bezeichnet.

Ist P ein Y'*-Unifikationsproblem, dann muss auflerdem gelten:
e Die Term- und Kontextgleichungen in P enthalten nur zuléssige Terme.
e Ein Unifikator o von P ist eine wohlstrukturierte Substitution.

e Die Menge aller Unifikatoren von P besteht aus der Menge aller wohlstruktu-
rierten Unifikatoren, die P losen.

Man startet bei der Transformation eines Unifikationsproblems mit Kontextvaria-
blen immer mit einem Problem, das nur Termgleichungen enthélt. Wahrend der
Transformation kénnen Kontextgleichungen eingefithrt werden, auf die als einzige
Unifikationsregel die Eliminierung von Kontextvariablen angewandt wird. Aus die-
sem Grund sind Kontextgleichungen auf die Form C' = ¢,C € CX,c € C(%, X, CX)
beschrinkt. Wenn wir im weiteren Verlauf dieses Kapitels von Unifikationsproble-
men sprechen, sind Unifikationsprobleme mit Kontextvariablen gemeint.

Als einzige Anderung der Definition einer (minimalen) vollstéindigen Menge von
Unifikatoren fiir ein Unifikationsproblem mit Kontextvariablen, betrachten wir die
Instantiierungs-Quasiordnung modulo der Menge von Variablen und Kontextvaria-
blen, die in einem Unifikationsproblem vorkommen.

Definition 6.3.2. Eine wvollstindige Menge von Unifikatoren fiir ein 3-Unifikati-
onsproblem mit Kontextvariablen P ist eine Menge (wohlsortierter) Substitutionen
CUsx(P), so dass

e CUg(P) C Ug(P) und
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o fiir alle 7 € Uy (P) gibt es 0 € CUx(P), so dass o Sy, 7[Var(P)].

Eine minimale vollstindige Menge von Y- Unifikatoren fiir ein ¥-Unifikationsproblem
mit Kontextvariablen P ist eine vollstdndige Menge von Unifikatoren MUsx(P), so
dass

o fiir alle 0,7 € MUx(P) gilt: 0 Sy 7[Var(P)] impliziert o =y, 7[ Var(P)].

Eine Substitution o ist ein allgemeinster 3- Unifikator von P gdw. {o} eine minimale
vollstdndige Menge von Losungen fiir P ist.

Ist P ein Y'“*-Unifikationsproblem, dann muss auBerdem gelten, dass die (minimale)
vollstéandige Menge nur wohlstrukturierte Substitutionen enthélt.

Definition 6.3.3. Ein Unifikationsproblem mit Kontextvariablen
S = {LEl =7 tl,...l’m =’ tm,Cl =7 Cl,...Cn =7 Cn}

ist in geldster Form, gdw. alle Variablen x; und Kontextvariablen C; paarweise ver-
schieden sind und nicht in ¢; und ¢; vorkommen und LSy (x;) C LSx(t;), LSx(C;) C
LSy (c;) gilt. In diesem Fall definiert man die Losung von S als

os ={x1 = t1,.. . Ty = by, C1 —c1,...Cp =y}

Fiir ein X'*-Unifikationsproblem muss auflerdem gelten, dass die S zugeordnete
Losung og eine wohlstrukturierte Substitution ist.

Ein Unifikationsproblem in geloster Form repréasentiert einen mgu fiir dieses Pro-
blem.

Die Entscheidbarkeit von Unifikationsproblemen mit Kontextvariablen ist ein offe-
nes Problem. Gelten bestimmte Einschrankungen fiir Unifikationsprobleme, so kann
deren Entscheidbarkeit gezeigt werden. Eine Beschréinkung, unter der Unifikations-
probleme mit Kontextvariablen entscheidbar sind, ist folgende von Comon (1998)
angegebene Bedingung (die so genannte Comon-FEinschrankung): Fiir alle Kontext-
variablen C' eines Unifikationsproblems gilt, dass alle Vorkommen von C' auf den-
selben Term t angewandt werden. Comon gibt fiir solche eingeschrinkten Unifika-
tionsprobleme einen vollstéindigen und terminierenden Unifikationsalgorithmus an.
Dabei beriicksichtigt er auch Sorten, allerdings ist sein Ansatz diesbeziiglich schwer
mit dem hier gewéhlten vergleichbar, da er Sorten in Form von Constraints verwen-
det, die zusétzliche Bestandteile von Unifikationsproblemen sind. Wir gehen daher
hier nicht weiter auf seine Methode zur Behandlung von Sorten ein, wollen uns aber
an seinem Ansatz zur Unifikation von Termen mit Kontextvariablen orientieren. Da-
zu halten wir zunéchst fest, dass die X'**-Unifikationsprobleme, an deren Losung wir
vornehmlich interessiert sind, die Einschréankung von Comon erfiillen: Fiir alle linken
Seiten der A'*-Unifikationsregeln gilt, dass sie ausschlieSlich paarweise verschiede-
ne Kontextvariablen enthalten, d.h. die Einschrinkung von Comon ist offensichtlich
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erfiillt. AuBerdem werden zur Berechnung von Uberlappungen die beiden zu unifizie-
renden Terme so umbenannt, dass sie variablendisjunkt sind (siche Abschnitt 7.2).
Fiir alle ¥'*-Unifikationsprobleme, die zur Berechnung von Uberlappungen gelost
werden miissen, gilt sogar eine noch stérkere Einschréinkung.

Definition 6.3.4. Sei P ein X!*-Unifikationsproblem mit Kontextvariablen zwi-
schen zuldssigen Termen. Das Problem P wird als eingeschrinkt bezeichnet, gdw.
alle in P vorkommenden Kontextvariablen genau einmal in P vorkommen und alle
in P vorkommenden Variablen, einer beliebigen Sorte R ungleich V', genau einmal
in P vorkommen.

Variablen der Sorte V' diirfen in einem eingeschréinkten Problem mehr als einmal
vorkommen. Das mehrfache Vorkommen von Variablen dieser Sorte ist unproble-
matisch, weil es durch die Elimination von Variablen der Sorte V nicht zu einer
Vervielfachung von Kontextvariablen in einem Unifikationsproblem kommen kann
(da Termgleichungen der Form xy =’ C(t) nicht in wohlsortierter, geloster Form
sind). Unter obiger Beschrinkung wird somit bei der Transformation von '¢-
Unifikationsproblemen vermieden, dass sich Kontextvariablen durch Elimination in
einem Problem vervielfachen. Diese Tatsache stellt die Terminierung des Unifikati-
onsalgorithmus sicher.

Proposition 6.3.5. Alle ¥'¢*_Unifikationsprobleme, die zur Berechnung aller (kri-
tischen) Uberlappungen von linken Seiten der A'“-Reduktionsregeln gelost werden
miissen, sind eingeschréinkte Unifikationsprobleme.

Beweis. Folgt durch Betrachtung der linken Seiten der A*-Reduktionsregeln (bzw.
der ylet_Reduktionsregeln aus Kapitel 7) und weil die Regeln zur Berechnung von
Uberlappungen so umbenannt werden, dass sie variablendisjunkt sind. [

Wir betrachten nun die wesentlichen Unifikationsregeln zur Transformation von Uni-
fikationsproblemen mit Kontextvariablen nach Comon (1998). Zur Vereinfachung
der Notation wird angenommen, dass die zugrunde liegende Signatur einfach ist
und alle Funktionssymbole eine Stelligkeit von zwei besitzen (was in X' der Fall
ist). Die Unifikationsregeln, die Comon verwendet, kombinieren die Regeln Varia-
ble Elimination (fiir Variablen und Kontextvariablen) und Decomposition in einer
Merge-Regel, weil eine Eliminierung von (Kontext-) Variablen im Allgemeinen die
Comon-Einschrinkung von Unifikationsproblemen nicht erhilt. Da wir fiir X'e-
Unifikationsprobleme aber eine noch stérkere Einschrinkung (Def. 6.3.4) als die
von Comon betrachten, kénnen wir die Eliminierung von (Kontext-) Variablen bei-
behalten.

Definition 6.3.6. Sei Y eine einfache Signatur, so dass alle Funktionssymbole in
die Stelligkeit zwei besitzen und P ein eingeschrinktes Y-Unifikationsproblem mit
Kontextvariablen. Die Regeln zur Unifikation in regulédren Signaturen aus Definition
3.4.13 werden um die in Abbildung 6.3 dargestellten Regeln erweitert.
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Split
{f(ti,t2) =" C(s)} w P =
i) {C="0,f(t1,t2) =" s} UP
i) {C =" f(C'(O),ta),t; =" C'(s)}UP
wenn f(xy,xs) die Funktionsdeklaration von f ist und LSx(C) = (R, S),
dann ist C' : R — LSx(x1) eine neue Kontextvariable.
iii) {C' =" f(t:,C"(0)), 2 =" C'(s)}U P
wenn f(z1,x2) die Funktionsdeklaration von f ist und LSy (C) = (R, 5),

dann ist C" : R — LSx(x2) eine neue Kontextvariable.

Context Decompositon
{C(s)="D(t)}w P =
i) {s="D'(t),D="C(D'(0)}uUP
wenn LSx(C) = (R¢, S¢) und LSx(D) = (Rp, Sp),
dann ist D’ : Rp — R¢ eine neue Kontextvariable.

it) {t="C"(s),C ="D(C'"(0)}UP
wenn LSy (C) = (R¢, S¢) und LSx (D) = (Rp, Sp),
dann ist C' : Rc — Rp eine neue Kontextvariable.

iii) {C =" E(f(C'(0), D'(1))), D =" E(f(C'(s), D))} U P
wenn glb(LSx,(C(s)), LSx(D(t))) = S existiert, f(z1,2z2) : S
eine Funktionsdeklaration ist, und LSy (C') = (R¢, Sc¢), LSs(D) = (Rp, Sp)
Dann sind C' : Rc — LSx(z1), D' : Rp — LSx(x2) und
E : Sy — S, neue Kontextvariablen.

iv) {C =" B(f(D'(t),C'(0)), D =" E(f(D'(0),C()))} U P
wenn glb(LSx,(C(s)), LSx(D(t))) = S existiert, f(x1,22) : S
eine Funktionsdeklaration ist, und LSy (C) = (R¢, Sc¢), LSx(D) = (Rp, Sp)
Dann sind C' : R — LSx(x3), D' : Rp — LSx(x1) und
E : Sy — S, neue Kontextvariablen.

Context Variable Elimination (sorted)
{C="clwP={C="cU{C—c}P
wenn C' ¢ Var(c) und LSx(c) C LSx(C).

Abbildung 6.3. Regeln zur Unifikation von eingeschréinkten Unifikationsproblemen
mit Kontextvariablen nach Comon (1998).
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Weitere Regeln, die zur Unifikation benétigt werden sind:

Context Orientation
{O(s)="t}wP={t="C(s)}UP
wenn ¢ ein Term ist, dessen Wurzelsymbol keine Kontextvariable ist.
Context Weakening
{x="C(s)} WP =
wenn x ¢ C(s) und LSy (z) £ LSx(C(s))
i) {C="0,z="s}UP
it) {x =" f(z1,22), f(w1,22) =7 C(s)} U P
wenn f(xy,x9) : S eine Funktionsdeklaration (mit neuen Variablen) ist,
so dass S = glb(LSx(x), LS (C(t))).

Ist auf ein Unifikationsproblem eine Regel anwendbar, bei der mehr als eine Trans-
formationsmdoglichkeit gegeben ist (i,i,...), dann wird eine beliebige Alternative
ausgewdhlt, fiir die das Unifikationsproblem die Voraussetzungen erfiillt.

Die Sorten der neuen Kontextvariablen, eingefiihrt in den Regeln Split und Context
Decomposition, werden so gewéhlt, dass sie der Definition von Kontexten (6.1.2) und
der Einschrankung, die sich fiir die Sorten durch die Einsetzung in Kontexte ergibt
(Definition 6.1.4), entsprechen.

Die Unifikationsprozedur, die durch die Regeln aus Definition 6.3.6 definiert ist,
berechnet fiir ein X'*-Unifikationsproblem mit Kontextvariablen P einen wohlsor-
tierten Unifikator o, der i.A. nicht wohlstrukturiert ist. Falls fiir P ein wohlstruktu-
rierter Unifikator existiert, kann dieser berechnet werden, indem eine Substitution
0 bestimmt wird, so dass do ein wohlstrukturierter Unifikator fiir P ist (dhnlich
der Berechnung eines Weakenings fiir eine unsortierte Substitution in Proposition
4.3.6). Durch die Aufteilung der Berechnung von wohlstrukturierten Unifikatoren in
zwei Schritte, kann auch die Vollstdndigkeit und die Terminierung der Unifikation
in zwei Schritten gezeigt werden: Zuerst wird die Vollstéandigkeit und Terminie-
rung der durch die Regeln aus Definition 6.3.6 beschriebenen Unifikationsprozedur
gezeigt. Da diese auf Einschrankungen der Unifikationsregeln von Comon (1998) ba-
siert, kann dazu auf dessen Beweise zuriickgegriffen werden. Anschliefend kann die
Vollstindigkeit und die Terminierung des Verfahrens gezeigt werden, das versucht,
einen berechneten nicht wohlstrukturierten Unifikator wohlzustrukturieren.

Wie wir bereits bemerkt haben, ist Comons Ansatz beziiglich der Behandlung von
Sorten nicht direkt mit dem hier gewéhlten vergleichbar. Um auf seinen Beweis der
Vollstandigkeit und Terminierung zuriickgreifen zu kénnen, sollte deshalb eine mo-
difizierte Version der Unifikationsregeln aus Definition 6.3.6 verwendet werden, die
allen neu eingefiihrten Kontextvariablen die TOP-Sorte einer Signatur zuweist (vgl.
Lemma 4.3.7). Vollstdndigkeit und Terminierung kann dann mit Comons Metho-
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den gezeigt werden. Zur Wohlsortierung ist anschliefend noch die Berechnung eines
Weakenings notwendig. Um die Prisentation des Verfahrens zur Wohlstrukturierung
in Y nicht zu kompliziert zu gestalten, wurden die Unifikationsregeln in Definiti-
on 6.3.6 direkt so formuliert, dass eine Sorte fiir neu eingefiithrte Kontextvariablen
geméf Definitionen 6.1.2 und 6.1.4 gewahlt wird.

Wir skizzieren kurz die Uberlegung, weshalb die beiden Regeln Split und Context
Decomposition aus Definition 6.3.6 eine vollstdndige und terminierende Unifikati-
onsprozedur beschreiben. Die kompletten Beweise sind in Comon (1998) zu finden.
Auf die zusétzlichen Regeln, die wegen der expliziten Beriicksichtigung der Sorten
vorhanden sind, wird ebenfalls kurz eingegangen.

Vollstandigkeit Betrachte die Regel Split. Sei o eine Substitution, so dass
of(ti,ta) = 0C(s) = oClos], gilt. Fiir p = € muss oC = O und of(t1,t2) = os
gelten (Fall 7) der Split-Regel)?. Ist p = iq ungleich ¢, dann folgt p = 12 oder p = 21,
weil alle Funktionssymbole in ¥ zweistellig sind. Fiir den ersten Fall ist das Loch von
C' in einem Subterm von t;, d.h. wir haben ¢C = o f(C'(0),t3) und ot; = oC’(s)
(Fall 4i) der Split-Regel). Der Fall p = 21 wird analog durch Split iii) abgedeckt.

Betrachte die Regel Context Decomposition. Sei o eine Substitution, so dass ¢C/(s) =
oD(t) gilt. D.h. nach der Definition von Substitutionen haben wir 0C'(cs) = o D(ot),
was 0C|os]|,, = oD[ot]|,, entspricht. Entweder sind p; und p, vergleichbare Posi-
tionen, oder die beiden Positionen sind nicht vergleichbar. Falls die Positionen ver-
gleichbar sind, haben wir p; < po, was Context Decomposition i) entspricht, oder
pe < p1, was Context Decomposition ii) entspricht. Sind die beiden Position py, ps
der Locher in ¢C und oD parallel (d.h. nicht vergleichbar), dann sei f das Funkti-
onssymbol, das an der kleinsten Position steht, an der p; und ps vergleichbar sind.
Der Kontext E steht direkt iiber dieser Position. Die Terme s und ¢ stehen dann
an nicht vergleichbaren Positionen unterhalb der Position von f in neuen Kontex-
ten C" und D'. Dieser Fall wird durch die Transformationsmoglichkeiten Context
Decomposition iii) und iv) abgedeckt.

Die Anwendung der zusétzlichen Regeln Context Variable Elimination, Context Ori-
entation und Sorted Fail Contexrt verandern die Menge der Losungen nicht (die
Regeln sind analog zu den jeweiligen Regeln fiir Variablen aus Definition 3.4.13).

Die Regel Context Weakening behandelt den Fall, dass eine Gleichung zwischen einer
Variablen und der Anwendung einer Kontextvariablen auf einen Term in geloster,
aber nicht wohlsortierter Form ist. Dann kann entweder die Kontextvariable zum
leeren Kontext instantiiert werden (i), oder es gibt eine Termdeklaration, deren
Sorte eine untere Schranke der Sorten der beiden Terme ist, so dass die Variable
instantiiert werden kann (i7). In X' tritt dieser Fall beispielsweise fiir Gleichungen

2Diese Regel wird auch fiir die ¥'**-Unifikation von Gleichungen der Form () =7 C(s) verwendet.
Da das Konstantensymbol nullstellig ist (), d.h. es kann kein Loch enthalten.

134



6.3 Unifikation von Y'¢t-Termen mit Kontextvariablen

der Form x4, =7 Crr(t) auf. Durch Anwendung von Context Weakening erhélt man
{zap =" abs(yv,s7),abs(yyv, sp) =" Cro(t)}.

Terminierung Der Terminierungsbeweis von Comon (1998) wird hier nicht nach-
vollzogen. Wir wollen nur auf einen wichtigen Punkt hinweisen: Die Eingeschrankt-
heit (Def. 6.3.4) eines Unifikationsproblems wird durch die Transformationen Split
und Context Decomposition i.A. nicht erhalten, weil neue Kontextvariablen an zwei
Positionen in ein Unifikationsproblem eingefithrt werden. Betrachte beispielsweise
Split ii): {f(t1,t2) =" C(H)} W P = {C =" f(C'(O),t),t; =" C'(s)} U P. Im zwei-
ten Unifikationsproblem taucht die neue Kontextvariable C” zweimal auf. Allerdings
kann die Gleichung C' =" f(C’(0), t,) eliminiert werden (oder das Problem besitzt
keine Losung). Da C keine neu eingefiihrte Kontextvariable ist, kommt C' in P we-
gen der Eingeschréinktheit nicht mehr vor. D.h. die Eliminierung von C' fithrt nicht
zu einer Vervielfachung von C’; und da die Gleichung in geloster Form ist, hat nur
noch das (einzelne) Vorkommen von C” in der Gleichung ¢; =’ C’(s) Einfluss auf den
weiteren Verlauf der Unifikation (das Teilproblem ohne die Gleichungen in geloster
Form bleibt in beschrinkter Form). Diese Uberlegung gilt analog fiir die anderen
Transformationen, die neue Kontextvariablen mehr als einmal einfiihren.

6.3.1 Wobhlstrukturierung von X'“-Unifikatoren

Fiir ein X'**-Unifikationsproblem P wird durch die oben beschriebene Unifikati-
onsprozedur ein Unifikator o aus der vollstdndigen Menge der Unifikatoren von P
berechnet, der wohlsortiert, aber i.A. nicht wohlstrukturiert ist. Es wird ein allge-
meinster Unifikator o beziiglich der Instantiierungs-Quasiordnung auf wohlsortierten
Substitutionen berechnet, jedoch nicht beziiglich der Ordnung auf wohlstrukturier-
ten Substitutionen. Wenn P einen wohlstrukturierten Unifikator besitzt, dann kann
aus o ein solcher gewonnen werden, indem eine Substitution 6 berechnet wird, so
dass do eingeschriankt auf die in P vorkommenden Variablen wohlstrukturiert ist.
Dazu instantiiert die Substitution ¢ neu eingefiihrte Kontextvariablen in Ran(o),
die gegen Bedingungen aus Definition 6.2.3 verstoflen.

Lemma 6.3.7. Sei P ein eingeschrinktes X'~ Unifikationsproblem und o ein (wohl-
sortierter) Unifikator von P. Wenn P einen wohlstrukturierten Unifikator besitzt,
dann kann eine Substitution ¢ berechnet werden, so dass do|yupy ein wohlstruktu-
rierter Unifikator von P ist.

Beweis. Sei o ein nicht wohlstrukturierter Unifikator eines X/**~-Unifikationsproblems
P. Gehe folgendermaflen vor, um ¢ wohlzustrukturieren:

3Die nicht wohlstrukturiert, insbesondere nicht wohlsortiert sein muss.
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i)

ii)

Sei D eine Kontextvariable in Ran(o), die nicht zuléssig ist. Wenn LSsue: (D) ei-
ne Subsorte von (1, 7T),(T,ST), (T, RT) oder (T, RWT) ist, dann sei (R, S")
die kleinste dieser vier Sorten fiir die LSyie:(D) T (R, S’) gilt und sei D’
eine neue Kontextvariable der Sorte (R',S’). Setze 6 = {D — D’} und
starte erneut bei Punkt 1 mit do. Ist LSsue:(D) keine Subsorte einer der
Sorten (1,7T),(T,ST),(T,RT) oder (T, RWT), dann wihle eine Funktions-
deklaration f(zy,72) aus X' so dass LSyit(D) £ LSy (f(0,x2)) oder
LSsuet(D) E LSy (f(z1,0)).* Existiert fiir D keine Funktionsdeklaration mit
dieser Eigenschaft, dann stoppe mit der Antwort: P besitzt keine wohlstruktu-
rierte Losung. Wir gehen 0.B.d.A. vom ersten Fall aus, der zweite funktioniert
analog. Unterscheide folgende Fille:

e Wenn die Sorte S von f(xy, z2) eine Subsorte von T"ist (S C T'), dann sei
D' :S — Sp, mit (Rp,Sp) = LSxue:(D), eine neue Kontextvariable und
0 ={D — D'(f(d,z5))}. Beginne den Prozess der Wohlstrukturierung
erneut mit do.

e Wenn die Sorte von f(xy,z3) keine Subsorte von T ist, dann sei D’ :
Rp — LSx(z1) eine neue Kontextvariable mit (Rp, Sp) = LSy (D) und
0 =A{D — f(D'(0),x2))}. Beginne den Prozess der Wohlstrukturierung

erneut mit do.

Sind alle Variablen in der Range von o zuléssig, dann fahre mit folgendem
Punkt fort.

Uberpriife fiir alle Kontextvariablen D in Dom(c) mit {D +~ d} und
LSsi:(D) = (R,S), ob die Bedingungen 3 und 4 aus Definition der wohl-
strukturierten Substitutionen (Def. 6.2.3) erfiillt sind. Ist eine der Bedingungen
nicht erfiillt, dann breche mit der Antwort ab: P besitzt keine wohlstrukturierte
Losung. Wenn D eine Kontextvariable der Sorte (T, RT') ist, dann priife, ob die
Bedingung 5 aus Definition 6.2.3 fiir d gilt (Vp € Pos(d) : d, = letrec(s,t) =
p =€, wenn s oder t ein Kontext ist). Gilt die Bedingung nicht, sei p die Posi-
tion in Pos(d), so dass d|, = letrec(s,t) und einer der beiden Terme s, ¢ ist ein
Kontext. Wenn alle Terme an Positionen ¢ < p als Wurzelsymbole Kontext-
variablen Cy, Cy, ... ¢ Var(P) besitzen, dann sei 6 = {Cy — 0O,Cy — 0O,.. .}
und starte den Prozess der Wohlstrukturierung erneut mit do. Steht an einer
Position ¢ ein Kontext mit einem Funktionssymbol als Wurzelsymbol, dann
stoppe mit der Antwort: P besitzt keinen wohlstrukturierten Unifikator.

Als Letztes ist noch zu priifen, ob die Subkontexte in d beziiglich der
Alt_Kontextsyntax richtig geschachtelt sind (Bedingung 2 und Bedingung
5 aus Definition 6.2.3). Wenn fiir alle Kontexte di,dy mit Wurzelsym-
bolen ungleich {| - | - [} oder bind, so dass d = d;(dy) die Bedingung
snd(LSyyet (dy)), snd(LSsiet(d2)) 3 S gilt, dann stoppe und gebe o|v,(p) als

4Die Wahl ist fiir alle nicht zuldssigen Kontextvariablen eindeutig (wegen der Struktur von :!¢t).
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wohlstrukturierte Substitution zuriick. Seien dy, do Kontexte, fiir die diese Be-
dingung nicht gilt, dann unterscheide folgende Félle:

e d; ist ein Kontext der Sorte Ry — 57, so dass S; C S gilt. Wenn ds
als Wurzelsymbol eine Kontextvariable Dy : Ry — S5 besitzt, so dass
Dy ¢ Var(P) gilt und glb(R;,S) = S’ existiert, dann sei D} : Ry —
S5 und 6 = {Dy — D}}. Starte erneut unter Punkt 1 mit do. Hat dy
als Wurzelsymbol ein Funktionssymbol oder eine Kontextvariable Dy €
Var(P) oder existiert glb(Ry,S) nicht, dann stoppe mit der Antwort: P
besitzt keine wohlstrukturierte Losung.

e d; ist ein Kontext der Sorte R; — S; mit S; [Z S. Wenn das Wurzel-
symbol von d; eine Kontextvariable D, ist, so dass Dy ¢ Var(P) gilt
und glb(S;,S) = S’ existiert, dann sei D} : Ry — S’® eine neue Kon-
textvariable und 6 = {D; — D}}. Starte erneut unter Punkt 1 mit do.
Besitzt d; als Wurzelsymbol ein Funktionssymbol oder eine Kontextva-
riable Dy € Var(P) oder existiert glb(S1,S) nicht, dann stoppe mit der
Antwort: P besitzt keinen wohlstrukturierten Unifikator.

Die Substitution ¢ erhélt man durch die Komposition der in den einzelnen
Schritten berechneten 9. [

Fiir den im Beweis beschriebenen Prozess der Wohlstrukturierung eines (wohlsor-
tierten) Unifikators o fiir ein eingeschrinktes Y!*-Unifikationsproblem P gilt:

e Der Prozess terminiert: Da ¢ eine Substitution ist, miissen nur endlich vie-
le nicht zuldssige Kontextvariablen instantiiert werden. Die Sorten der neuen
Kontextvariablen (D') werden dabei so gew#hlt, dass sie zuléssig sind (Punkt
1). Um die Bedingungen 3, 4 und 5 aus Definition 6.2.3 zu iiberpriifen, miissen
endlich viele Subterme in der Range von o inspiziert werden. Um die Bedin-
gung 2 aus Definition 6.2.3 zu iiberpriifen, miissen endlich viele Kontextschach-
telungen d;(dy) inspiziert werden (Punkt 2).

e Der Prozess ist vollstéandig: Die Menge der wohlstrukturierten Unifikatoren des
Y'et_Unifikationsproblems wird durch den Prozess nicht verindert.

e Der Prozess berechnet einen wohlstrukturierten Unifikator aus der vollstéandi-
gen Menge der Unifikatoren des X'“’-Unifikationsproblems P: Die Substitution
o ist ein wohlsortierter Unifikator von P. Diese Substitution wird gemafl der
Definition wohlstrukturierter Substitutionen angepasst.

Als Endresultat halten wir fest: Das eingeschrinkte X!'*-Unifikationsproblem mit
Kontextvariablen ist entscheidbar. Eine vollstdndige Menge von wohlstrukturierten

"Hat die Kontextvariable D fiir die betrachtete Komponente {D +— d} die Sorte T'— RT und
glb(R1, RWT) existiert, dann sei D} eine neue Kontextvariable der Sorte Ry — RWT (Bedin-
gung 5 aus Definition 6.2.3).

’Bzw. D} : Ry — RWT, falls D : T — RT gilt und glb(S;,S) existiert (Bedingung 5 aus
Definition 6.2.3).
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6 Unifikation von Termen mit Kontextvariablen in Y'¢t

Unifikatoren kann folgendermaflen berechnet werden: Berechne zuerst mit der durch
die Regeln in Definition 6.3.6 beschriebenen Unifikationsprozedur eine vollsténdige
Menge von wohlsortierten Unifikatoren fiir ein X'**-Unifikationsproblem P. Berechne
dabei die vollstandige Menge von Alternativen von Transformationen. Dieses Verfah-
ren terminiert und ist vollstdndig. Besitzt P wohlstrukturierte Losungen, so konnen
diese aus der vollstdndigen Menge der Unifikatoren durch das im Beweis von Lemma
6.3.7 beschriebene Verfahren gewonnen werden. Auch dieser Prozess terminiert und
ist vollsténdig.

Es wird ein ausfiihrliches Beispiel zur Berechnung von wohlstrukturierten Unifika-
toren in zwei Schritten gegeben.

Beispiel 6.3.8. Es sei folgendes - Unifikationsproblem gegeben: P = {C(sy) =’
R(tr)}, mit den Kontextvariablensorten C' : 7" — T und R : T — RT . Wir
betrachten die Berechnung der Menge aller wohlstrukturierten Unifikatoren fiir P.

Anwendung der Regeln Context Decomposition i) und ii) auf P ergibt die beiden
Probleme

{s7 ="R'(t),R="C(R'(0))}, mit R : T — T und

{tr =" C'(s5),C =" R(C"(O))}, mit C": T — T.

Das zweite Problem ist in geloster, wohlstrukturierter From. Das erste Problem ist
in geloster Form und es ist wohlsortiert, allerdings ist es nicht wohlstrukturiert, da
fir R =" C(R'(0)) und ¢; = C(0), ¢, = R'(O) gilt snd(LSsuet(C)) =T 2 RT =
snd(LSsie«(R)) und da C' € Var(P) ist, kann die Sorte der Kontextvariablen nicht
angepasst werden.

Die Regeln Context Decomposition iii) und iv) sind auf P anwendbar, da die grofite
untere Schranke glb(LSye:(C(s7)), LSsuet(R(t7))) = glb(T, RT) = RT existiert.
Jetzt miissen alle Funktionssymbole f € Y/ betrachtet werden.

e Sei f=app:T — T — Ap. Die Anwendung von Context Decomposition iii)
und iv) ergibt die Unifikationsprobleme
iii) {C =7 E(app(C’(0), R'(t2))), R =" E(app(C'(s1), R(D))} = P,

—

iv) {C =" E(app(R (tr). C'(0))), R =" E(app(R'(D), C'(s1)))} := P,

—

Mit den Variablensorten £ : Ap — RT,C" : T — T und R' : T — T.
Beide Probleme sind in geléster Form und wohlsortiert und beide Probleme
enthalten die nicht zuldssige Kontextvariable F, deren Sorte (Ap, RT') eine
Subsorte der Y'**-Kontextvariablen Sorten (T, T), (T, ST) und (T, RT) ist. Die
kleinste dieser Sorten ist (7', RT'), d.h. wir instantiieren E mit einer neuen
zuldssigen Kontextvariablen dieser Sorte und setzten die Wohlstrukturierung
mit {E' +— E{p gr)} i, 0 = 1,2 fort. Jetzt miissen die Bedingungen zwei bis fiinf
aus Definition 6.2.3 iiberpriift werden. Fiir P, haben wir fiir die rechte Seite
der zweiten Gleichung E'(app(C’'(sr), R'(0))[1 = app(C'(sr), R'(1)) und weil
R :T — RT ist, wird die Bedingungen 4 aus Definition 6.2.3 nicht erfiillt. Das
erste Problem représentiert somit keine wohlstrukturierte Losung fiir P. Im
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Unifikationsproblem P, ist Bedingung 5 aus Definition 6.2.3 an zwei Stellen
verletzt: Fir ¢; = E'(app(d, C'(sr))) mit der Sorte ' — RT und ¢, = R'(0)
mit der Sorte T' — T, gilt snd(LSxe(c2)) =T 2 RWT. Da aber R' ¢ Var(P)
gilt, kann die Sorte von R’ angepasst werden, indem R” : T — glb(RWT,T)
eine neue Kontextvariable ist. Auflerdem ist snd(LSsie«(E')) = RT 2 RWT.
Da aber E' ¢ Var(P) gilt, instantiieren wir £’ mit einer neuen Variablen E” :
T — RWT. Dann représentiert {R(y 7y = R pwry Eirrry & Elrpwr) 2
eine wohlstrukturierte Losung fiir P.

Sei f =abs:V — T — Ab. Durch die Anwendung von Context Decomposition
i71) und 7v) erhilt man die Probleme

iii) {C =" B(abs(C'(D), R'(tr))), R =" Eabs(C'(sr), R(O)))} = P,

—

mit Variablensorten £ : Ab — RT,C": T -V, R :T —T.
iv) {C =" E(abs(R (t7),C"(0))), R =" E(abs(R'(0),C"(s7)))} = P

A
mit Variablensorten £ : Ab — RT, C": T —-T, R : T — V.

Beide Unifikationsprobleme enthalten Kontextvariablen, die nicht zuléssig

sind. In P, sind £ und C” nicht zuléssig, in P, sind £ und R’ nicht zulédssig. Fiir

die Sorte T' — V der beiden Variablen existiert keine Funktionsdeklaration in

f e ¥ so dass (T,V) C LSy (f(0,29)) oder (T,V) E LSsyee(f(xy,0)).

Die beiden Probleme sind deshalb nicht wohlstrukturierbar.

Sei f = letrec: U — T — L. Die Anwendung von Context Decomposition iii)
und iv) resultiert in den Problemen

iii) {C =" E(letrec(C'(0), R'(t7))), R =" E(letrec(C'(sr), R(0)))} == P,

—>

mit Variablensorten £ : L — RT,C":T — U, R :T —T.
iv) {C =" E(letrec(R (tr), C"(0))), R =" E(letrec(R'(0),C"(s7)))} = Py

4

mit Variablensorten £ : L — RT,C":T —T, R : T — U.
Das Problem P; enthélt zwei nicht zuldssige Variablen E und C’, die
mit zuldssigen Kontexten instantiiert werden koénnen: E wird analog zu
obigem Fall f = app instantiiert. Fiir C” betrachte die Funktionsdekla-
ration b(zy,ur), fir die gilt LSwi:(C’) = (T,U) T LSsu(b(zy,0)). Die
Sorte U ist keine Subsorte von T, deshalb sei C” eine neue Kontext-
variable der Sorte T — LSsiec(ur) = T — T und wir iiberpriifen, ob
{C" = b(zyv,C"(O)), £ — EéT,RT)}Pl =P =

{C =" E'(letrec(b(zy, C"(0)), R (tr))), R =" E'(letrec(b(zy, C"(s7)), R(O)))}
wohlstrukturiert ist. Die zweite Gleichung von P verstofit an zwei Stellen
gegen Bedingung 5 aus Definition 6.2.3. An der Position p = 1 des
Kontextes E'(letrec(b(zy,C"(s7)), R'((0))) steht ein Kontext, der als
Wurzelsymbol das Funktionssymbol letrec besitzt. Der Kontext an der
Position ¢ = €,q < p besitzt als Wurzelsymbol eine Kontextvariable
E’' ¢ Var(P), die durch den leeren Kontext instantiiert werden kann. Au-
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Berdem haben wir fiir ¢; = E’'(letrec(b(xy,C"(s7)),0)),co = R'(0O), dass
snd(LSsiet(co)) = T 2 RWT gilt. Weil R' ¢ Var(P) gilt, kann die Sorte
von R’ angepasst werden, so dass {R(;r — R gyry E(p gr) — O} eine
wohlstrukturierte Losung von P repréisentiert.

Fir P, sind R : T — U und E : L — T keine zulassigen Kontextvariablen,
die auf die gleiche Weise wie oben beschrieben mit einem zulédssigen Kontext
instantiiert werden kénnen. Als Resultat erhalten wir:

{C =" letrec(b(xy, R~ (t)),C"(O)), R = letrec(b(zy, R~(0)),C"(s)} =: Py
mit den Variablensorten ¢’ : T — T, R~ : T — RWT. Das Pro-
blem repréasentiert eine wohlstrukturierte Losung, allerdings ist der Kon-
text letrec(b(xy, R~(0)),C"(s)) kein Reduktionskontext beziiglich der De-
finition von Reduktionskontexten in A’!. Damit der Kontext einen A'c-
Reduktionskontext entspricht, muss C’ eine Kontextvariable der Sorte T' —
RWT sein und s = zy gelten. Diese Bedingung kann durch den Algorithmus
zur Wohlstrukturierung von Substitutionen beriicksichtigt werden. Sie wurde
nicht mit in die Beschreibung des Verfahrens aufgenommen, um die Notation
nicht weiter zu verkomplizieren. Im vorliegenden Programm, das die Unifikati-
on fiir ¥'*-Kontextvariablen implementiert wird diese Bedingung beriicksich-
tigt.

Sei f=4-|-}: B— U — U. Die Anwendung von Context Decomposition
i71) und iv) ergibt die Unifikationsprobleme

wi) {C =" EQC(@O)R (tr)}), B =" E]C (sr)[R(O)})} =P
mit Variablensorten £ : U — RT,C': T — B, R : T — U.
i) {C =" E{R (t)|C"(O)}), R =" EQR(O)IC" (7))} =P

mit Variablensorten £ : U — RT,C": T — U, R :T — B.
Beide Probleme enthalten Kontextvariablen, die nicht zuléssig sind, aber durch
zuléssige Terme instantiiert werden kénnen. Betrachte das Problem P;:

— Wir haben LSsue(E) = (U, RT) T LSsue(letrec(C,ur))) und L C T.
Deshalb setzen wir §; = {E — E’(letrec(d, ur))}, wobei E’ die Sorte
L — RT hat.
— Es gilt LSsue:(C") = (T, B) T LSsue(b(zy,0))) und B Z T. Deshalb
setze 0y = {C" — b(xy,C"(O)} mit C": T — T.
— Es gilt LSsi(R') = (T,U) C LSxuet(b(yy,0))) und B Z T. Deshalb
setze 03 = {C" — b(yy, R"(0))} mit " : T — T.
Die Anwendung (d§; U 9, U d3) P ergibt das Problem
{C =" E'(letrec({|b(zv, C"(O))|b(yv, R" (tr))[}, ur)),
R =" E'(letrec({{b(zy, C"(s))b(yv, R"(O))[}, ur))} =: P,
das jetzt auf Wohlstrukturiertheit gepriift werden muss. Dabei muss die Sorte
der Variablen R” angepasst werden und £’ muss mit dem leeren Kontext in-

stantiiert werden: {R’(’T’T) = R rwr) B = OFP =
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{C =" letrec({{b(zv, C"(Q))Ib(yv, B~ (tr))}, ur),

R ="letrec({{b(zy, C"(s7))|b(yv, R~ (D)) [}, ur)}
Das Problem ist in wohlstrukturierter, geloster Form. Allerdings ist auch
hier der Kontext letrec({{b(zy,C"(s1))|b(yy, R~(0))[}, ur) kein Reduktions-
kontext in A'*. Damit der Kontext ein Reduktionskontext ist, muss auerdem
ur = R’ [yy| gelten (auch dieser Fall wird in der Implementierung korrekt
beriicksichtigt).

Fiir das Problem P; erfolgt die Wohlstrukturierung analog.

e Sei f=0:V — T — B. Dieser Fall lasst sich analog zu Fall f = abs nicht
wohlstrukturieren.

Die vollstéandige Menge der wohlstrukturierten Unifikatoren fiir das Unifikationspro-
blem {C(sr) =" R(tr)} besteht somit aus folgenden Substitutionen:

i) {tr — C'(s),C — R(C"(O))}
) {C = E"(app(R~(tr), C"(0))), R — E"(app(R~ (D), C"(s1)))}
iii) {C s letrec(b(zy,C"(0)), R (tr)), R — letrec(b(xzy,C"(sr)), R~ (0))}
iv) {C s letrec(b(xy, R (t)),C"(0)), R — letrec(b(xy, R~(O)), C'(s))}
mit C' : T — RWT und s = xy
v) {C = letrec({|o(zy, C"(0)) [b(yy, R~ (tr))[}, ur),
R — letrec({|b(xv, C"(s1))|b(yv, R~ (O))[}, ur) }
mit uy = R~ [yv]
vi) {C' > letrec({{b(yv, B~ (tr))|b(zv, C" (D))}, ur),

R — letrec({b(yy, R~ (O)|b(zv, C"(sp)) |}, ur)}
mit up = R~ [yy]

i
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7 Berechnung von Uberlappungen
fiir Gabeldiagramme in !¢

Um einen vollstdndigen Satz von Gabeldiagrammen fiir eine interne Redukti-
on zu berechnen, miissen zunichst alle moglichen Uberlappungen zwischen no-
Reduktionen und der internen Reduktion bestimmt werden (vgl. Abschnitt 2.6.1).
In diesem Kapitel wird der Begriff der Uberlappung von Reduktionsregeln formal de-
finiert. Dazu orientieren wir uns an dem Begriff der Uberlappung, der in der Theorie
der Termersetzungssysteme verwendet wird (Baader & Nipkow, 1998; Bezem et al.,
2003).

Zuerst wird in Abschnitt 7.1 der X'**-Kalkiil vorgestellt, der verwendet wird, um
Uberlappungen zu berechnen. Die Signatur X', deren Definition sich iiber die
Kapitel 3, 4, 5 und 6 erstreckt, wird zusammengefasst angegeben, ebenso wie die
Ubersetzung [ ], die A'*-Ausdriicke in X'*-Terme iibersetzt. AnschlieBend werden
Reduktionsregeln und die standardisierte Form der Auswertung, die Normalord-
nungsreduktion, fiir ¥'-Terme definiert. Die Reduktionsregeln in X' bilden die
Reduktionsregeln aus A** nach. Die Normalordnungsreduktion in ¢ entspricht
einer eingeschrinkten Normalordnungsreduktion in A%

Im Abschnitt 7.2 wird der Begriff der Uberlappung formal definiert und eine Me-
thode zur Berechnung von Uberlappungen in 3! angegeben.

7.1 Der Y“-Kalkiil

Die Signatur ¥** bildet die Basis, um Terme mit Sorten, Kontextvariablen, einem
links-kommutativen Funktionssymbol {| - | - [} und Variablenketten darzustellen und
zu unifizieren.

Definition 7.1.1. Die Definition der Signatur ¥ und die Ubersetzung [ ], die
Alet-Ausdriicke in Meta-Notation (die fiir die Definition von Reduktionsregeln in A%
verwendet wird, (siehe Abschnitt 2.3) in X!*-Termen iibersetzt, ist in Abbildung 7.1
zu sehen. Die Umkehrabbildung, die ¥'*-Terme in A'®*-Ausdriicke iibersetzt, wird
mit [ ]~ bezeichnet.
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ylet = { Subsortdeklarationen :
Ab,Ap, V., LC T, Ap,LC STCT, Ap,LC RTC ST,
ApC RWTC RT, B KC MCU,
Funktionsdeklarationen :

abs :V — T — Ab
app: T — T — Ap
letrec: U — T — L
J-1-}:M—U—U
ch:B—B—K
bind:V —-T — B

(Abstraktion),
Applikation),

letrec),

letrec — Umgebung).

Variablenkette),

letrec — Bindung),

0:U leere letrec — Umgebung) }
[z] = av
[v] = va
[s] = sr
[t] = tr
[Env] = ey
[Ax.s] = abs([z], [s])

I
[(letrec {Env} in s)] =
[(letrec {Env} in s)]

[{Env,zy = s1,...,2, = s, }] =
[{x1 =s1,..., Env,...,x, = s, }] =
[{z1 = s1,29 = S9, ..., 2, = Sp}] =

{{zi =i}, 21 =51, . 1] =
[{z = s, Env}] =

[{z=s}] =

[z =] =

[{zi =z i, =

[Cls]] =

[C] =

[S] =

[R] =

(7] =

app([[s], [£])
letrec([Env], [s])

letrec([Env], [s])

{1 = s1,..., 20 = $p, Env}]

[{x1 = s1,..., 2, = $p, Env}]
{[zi=s1] [ {z2=s2,...,an =s0}] [}
W =z Yl = 51, D
Il = sh[Enell

Il = s)0}

bind([x], [s])

ch(bind([zm], [tm-1]), bind([x,], [Tn-1])
ICI([s]) (analog fiir S, R oder R™)
C:T-—-T

S:T — ST

R:T — RT

R :T— RWT

Abbildung 7.1. Die Signatur ¥/ und die Ubersetzung [ ].
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7.1 Der X'et-Kalkiil

Definition 7.1.2. Zu einer Signatur ¥ ist eine Reduktionsregel ein Paar (I,r) von
Y-Termen. Reduktionsregeln werden geschrieben als [ — r und falls sie einen Namen
p besitzen auch als p: [ — r.

Zu der Reduktionsregel p : [ — r wird eine Instanz von [ (d.h. ol fiir eine Substitution
o) als p-Redex bezeichnet.

Definition 7.1.3. Die Reduktionsregeln des X'**-Kalkiils sind in Abbildung 7.2 zu
sehen.

(llet-in) letrec(ey, letrec(eq, s)) — letrec({|eilesl}, s)
(Llet-e) letrec({|b(x, letrec(es, s))|e1l}, t) — letrec({{b(x, s), ealer ]}, t)

(cp-in) letrec({|b(x1,v), ch(b(za, x1), b(xy, Tn_1))|el}, C(z,))
— letrec({{b(x1,v), ch(b(xe, 1), b(zn, xn_1))|e[}, C(v)

)
(cp-e) letrec({{b(w1,v), ch(b(za, 21), b(7p, T-1)), b(y, C(xn))lel}, 1)
— letrec({{b(xy1, v), ch(b(xa, x1), b(an, T 1)) by, C(v))lel}, )

(lapp) app(letrec(e, s),t) — letrec(e, app(s,t))
(Ibeta) app(abs(zx,s),t) — letrec({b(x,t)|0[}, s)

Abbildung 7.2. Reduktionsregeln des Y'**-Kalkiils.

Die Reduktionsregeln des Yl¢*-Kalkiils ergeben sich aus der Ubersetzung der Re-
duktionsregeln des A’-Kalkiils durch die Abbildung [ ]. Bei der Ubersetzung der
Regeln (lapp) und (lbeta) aus A" wird der umschlieBende Reduktionskontext C
aufgrund der angepassten Definition der Reduktionsrelation (Definition 7.1.5) nicht
mit iibersetzt. Beispielsweise wird die linke Seite der (lbeta) Regel C[((Az.s) t)] aus
Al iibersetzt zu app(abs(z, s),t). Die rechten Seiten der X'**-Reduktionsregeln (llet-
in) und (llet-e) enthalten Terme, die nicht wohlsortiert sind: In letrec({e;|esl}, s)
und letrec({b(x, s), eslerl}, t) sind jeweils zwei Umgebungsvariablen e; und ey der
Sorte U in den letrec-Umgebungen enthalten, was nach der Definition des Funk-
tionssymbols {| - | - [} : M — U — U nicht zuléssig ist. Allerdings ist dies hier nicht
problematisch, da fiir die Berechnung von Uberlappungen fiir Gabeldiagramme keine
rechten Seiten von Reduktionsregeln unifiziert werden miissen.

Definition 7.1.4. Die Abbildungen 7.3 und 7.4 zeigen die eno-Reduktionsregeln des
et Kalkiils.

Der Prifix ,e“ soll symbolisieren, dass die Reduktionsregeln in ' nur eine Teil-
menge der in A" moglichen no-Reduktionen beschreiben. Die eno-Reduktionsregeln
in Y sind eingeschrinkt auf Reduktionsketten der Linge < 3.

Die Vereinigung der Regeln (eno, llet-e i) wird als (eno, llet-e), die von (eno, cp-e
i) als (eno, cp-e), die von (eno, lapp i.7) als (eno, lapp), und die Vereinigung von
(eno, lbeta i.j) wird als (eno, lbeta) bezeichnet, fiir i =1,2,3,7 =1,2,3,4.
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(eno,llet-in) letrec(ey, letrec(eq, s)) — letrec({lei|esl}, s)

(eno,llet-e 0) letrec({b(x,letrec(es, s))|eilt, R~ (x))
— letrec({{b(z, s)), esler [}, R (x))
(eno,llet-e 1) letrec({|b(x, letrec(es, s)), b(z1, Ry (z))|e1l}, R~ (1))
— letrec({{b(z, 5)), b(x1, Ry (x)), ealer]r, R (21))
(eno,llet-e 2) letrec({b(z, letrec(es, s)), b(z1, Ry (x)), (x2 Ry (x1))]eil}, R (x2))
— letrec({{b(w, 5)), b(z1, Ry (), b(xa, Ry (71)), ealer ]}, R (w2))
(eno,llet-e 3) letrec({b(x, letrec(eg s)),b(z1, Ry (x)), b(xa, Ry (1)),
b(xs, Ry (22))]erl}, R™ (23))
— letrec({|b(x 5)),b(x1, Ry (x)), b(z2, Ry (1)),
b(xs, Ry (£2)), ealenlt, R™(x3))
(eno,cp-in) letrec({|b(x1,v), ch(b(z2, 1), b(Tn, Tno1))|el}, R~ (xn))
— letrec({|b(z1,v), ch(b(zg, 21), b(7y, 2p—1))lelt, R™(v))
(eno,cp-e 0) letrec({b(xy1,v), ch(b(xa, x1),b(xp, Tn_1)),
b(y, Ry (app(za, s)))lelt, R (y))
— letrec({{b(z1,v), Ch(b(xz,xl),b<xn7xn—l>)7
b(y, Ry (app(v, s)))lelt, R~ (y))
(eno,cp-e 1) letrec({b(z1,v), ch(b(xe, 1), b(xn, xn-1)), b(y, Ry (app(x,, s))),
b(y1, Ry (y)lely, R (1))
letrec({|b(1’1 U)>C ( (x2 xl) b(xmxn—l))>b(yvR(;(app(vﬁg))%
b(y1, Ry (y))lelt, B (y1))
(eno,cp-e 2) letrec({|b(xy1,v), ch(b(xa, 1), b(Tn, Tn-1)), b(y, Ry (app(x,, s))),
b(y1, Ry (y)), by2, By (y1)) el R (y2))
— letrec({|b(z1,v), ch(b(z2, :cl) b(Tn, Tn-1)), b(y, Ry (app(v, 5))),
b(y1, Ry (y)), by2, Ry (y1))lel}, B (y2))
(eno,cp-e 3) letrec({b(z1,v), ch(b(xe, 1), b(xn, xn-1)), b(y, Ry (app(x,, s))),
b(y1, By (), by2, Ry (y1)), b(ys, R3 (yz))lel}w “(y3))
— letrec({|b(z1,v), ch(b(w2, 21), b(@n, Tu-1)), b(y, Ry (app(v, 5))),
b(y1, By (y)), b(y2, Ry (1)), bys, Ry (y2))lelt, B~ (ys))

Abbildung 7.3. Die eno-Reduktionsregeln des X:'-Kalkiils (Teil 1).

146




7.1 Der X'et-Kalkiil

(eno,lapp 1) R~ (app(letrec(e, s),t)) — R~ (letrec(e, app(s,t)))
(eno,lapp 2) letrec(eq, app(letrec(es, s),t)) — letrec(ey, letrec(es, app(s,t)))

(eno,lapp 3.0) letrec({b(x, app(letrec(eq, s),t))|eil}, R~ (x))
— letrec({{b(z, letrec(es, app(s,t))|erf}, R™(x))
( ), by, Ry (x))[ealt, R (21))
( t)), b(x1, Ry (x))leslt, R (1))
b(xy, By (2)),

(eno,lapp 3.1) letrec({b(x, app(letrec(es, s),
— letrec({|b(z, letrec(eq, app(s
);
2))
),
“(z

t)

(s,

(eno,lapp 3.2) letrec({|b(x, app(letrec(es, s),t)
b(xa, Ry (x1))lexl}, R™ (Z(E

— letrec({{b(x, letrec(eq, app(s, t)), b(zy1, Ry (x)),
b(xa, Ry (x1))lexl}, BT (22))
(eno,lapp 3.3) letrec({{b(z, app(letrec(es, s),t)), b(x1, Ry (x)),
b(xa, Ry (1)), b(x37R3_(‘T2))‘61‘}7R_<$3))
— letrec({|b(z letrec(es, app(s,t)), b(z1, Ry (x)),
b(x2, Ry (21)), b, Ry (22))|exl}, R~ (x3))
(eno,lbeta 1) R~ (app(abs(x,s),t)) — R~ (letrec({|b(x,t)|0[}, s))
(eno,lbeta 2) letrec(e, (app(abs(z, s),t))) — letrec(e, letrec({|b(x, t)|0[}, s))

(eno,lbeta 3.0) letrec({|b(y, app(abs(x, s),t))lel}, R~ (y))

— letrec({{b(y, letrec({b(z, )|0[}, s)lel}, R™(y))
(eno,lbeta 3.1) letrec({b(y, app(abs(z, s),t)), b(y1, R (v))|el}, R~ (1))

— letrec({{b(y, letrec({b(z, 1) |0[}, s), b(y1, Ry (v))lel}, R™(y1))
(eno,lbeta 3.2) letrec({|b(y, app(abs(x, s),t)),b(y1, Ry (v)),

b(ya, Ry (y1))lelt, R (y2))
— letrec({|b(y, letrec({|b(x, t)w)(|} ;; b(yr, Ry (y)),
Y2

b(y2, By (y1))[el}, R
(eno,lbeta 3.3) letrec({b(y, app(abs(x, s), )) b(y1, Ry (y)),
b(ya, Ry (1)), blys, Ry (y2))lel}, B (ys))
— tetrec({b(y, letrec({b(c. t)l [}, 8), by, By (y)),
b(ya, B3 (41)), b(ys, By (y2))lel}, B~ (ys))

Abbildung 7.4. Die eno-Reduktionsregeln des X:'-Kalkiils (Teil 2).
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7 Berechnung von Uberlappungen fiir Gabeldiagramme in 't

Die eno-Reduktionsregeln des Y'*-Kalkiils ergeben sich durch die Ubersetzung der
A't-Ausdriicke, die durch die verschiedenen Fille der Definition der Normalord-
nungsreduktion in A’ bestimmt sind (Definition 2.4.2). Die eno-Reduktionsregeln in
Yt decken nur einen Teil der moglichen no-Reduktionen aus A’ ab. In A’ kénnen
no-Redexe mit Reduktionsketten beliebiger Lénge der Form {x; = R; [x;_1]}I,, vor-
kommen. Solche Reduktionsketten beliebiger Linge kénnen in X' nicht dargestellt
werden. Deshalb werden im ¥'*-Kalkiil nur Reduktionsregeln mit Reduktionsketten
einer Linge < 3 fiir die Berechnung der Uberlappungen verwendet.

Definition 7.1.5. Eine Y!**-Reduktion — ist folgendermafen definiert: s — ¢, gdw.
es eine Reduktionsregel [ — 7, eine Substitution ¢ und eine Position p € Pos(s)
gibt, so dass s|, = o(l) und t = s[o(r)],.

Eine eno-X'-Reduktion == ist definiert durch: s —> ¢, gdw. es eine eno-Redukti-
onsregel [ — r und eine Substitution o gibt, so dass s = o(l) und t = o(r) gilt.

Eine iX-X'*'-Reduktion - fiir X € {C,S8, R} ist definiert durch: s X, t, gdw. es
eine Reduktionsregel [ — 7, eine Substitution ¢ und eine Position p € Pos(s) gibt,
so dass [s[0],]~ ein Kontext der Kontextklasse X ist, s|, = o(l) sowie t = s[o(r)],
gilt und wenn s eno-reduzierbar zu t' ist (s —— t'), dann gilt ¢’ # t.

7.2 Uberlappungen von Reduktionsregeln in /¢

Wir haben folgende Situation fiir Gabeldiagramme in %

iS,la—r2
§——>19
eno,ly —>r1l/
31

wobei [; — s; eine eno-Reduktionsregel ist und es eine Substitution oy gibt, so dass

1S,la—r2

s = o1l; und t; = or gilt. Die Reduktion —— ist eine interne Reduktion in
einem Oberflichenkontext. D.h. [, — 7y ist eine Reduktionsregel und es gibt eine
Position p € Pos(s) und eine Substitution oy, so dass s|, = o2ly und [s[OJ],] ein
Oberflachenkontext ist. Dann ist ty = s[oars], und es gilt ¢; # to.

Abhéngig von der Position p (bzw. von der Form des Subterms o(ly],)) lassen sich
verschiedene Félle unterscheiden.

Fall 1.1 Der interne-Redex 05ly iiberlappt nicht direkt mit [;, sondern ist in oy
enthalten. D.h. es gilt p = ¢1q2, so dass ¢; eine Variablen-Position von [; ist. Dann
hat der eno-Redex o;l; die Form:
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7.2 Uberlappungen von Reduktionsregeln in X't

l q1
LN P
o1 q2

O3l

Diese Uberlappung wird als Schachtelung der Redexe bezeichnet: Der interne Redex
kommt innerhalb einer Variablen des eno-Redex vor. Fiir diesen Fall kann das Gabel-
diagramm immer auf die gleiche einfache Art geschlossen werden (siehe Abbildung
7.5 und Lemma 2.6.7).

DLy

noe,y WH T2

/e /i
A /3N
AN 7

Abbildung 7.5. Schachtelung von Redexen. Ist o171 [, ein Reduktionskontext, dann
gilt A = eno, sonst ist A =iS.

Zum Schliefen des Gabeldiagramms ist auf der rechten Seite der Gabel nach der
Reduktion des internen Redex osls eine eno-Reduktion von ol; notwendig. Diese
ist moglich, da o1l; ein eno-Redex ist und die Reduktion des internen Redex den
eno-Redex nicht zerstort, weil sich die beiden Redexe keine Funktionssymbole teilen.
Der resultierende Ausdruck ist r = oy71[oar2],y (p) € Pos(ory) ist die Position, des
internen Redex nach der eno-Reduktion). Nach der eno-Reduktion auf der linken
Seite der Gabel zu t;, kommen folgende Fille in Betracht, um t; (durch eine interne
oder eine eno-Reduktion) zu r zu reduzieren: Sei p’ € Pos(oyry) die Position, so dass
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7 Berechnung von Uberlappungen fiir Gabeldiagramme in 't

o1(r1]y) = o2l gilt. Wenn [oy71[0],y]~ ein Reduktionskontext ist, dann kann t; =
o171[02ls],y durch eine eno-Reduktion von osly zu r reduziert werden. Ist oy [0,
kein Reduktionskontext, kann #; durch eine iS-Reduktion von osly zu r reduziert
werden.

Fall 1.2. Die beiden linken Seiten der Reduktionsregeln [y und I, iiberlappen, d.h.
p € Pos(ly) und 14}, ist keine Variable und o4 (l|,) = 02ls. In diesem Fall ist oly ein
nicht trivialer Subterm von ol; an der Position p. Dann hat o/, folgende Form:

)

A

Dieser Fall ist eine echte so genannte kritische Uberlappung der beiden Redexe. Die
beiden Redexe teilen sich mindestens ein Funktionssymbol. Dieser Fall der Uberlap-
pung ist eine Instanz eines kritischen Paares. Informell kann man ein kritisches Paar
verstehen als das Resultat der Unifikation der linken Seite einer (internen) Redukti-
onsregel mit einem Nicht-Variablen-Subterm einer linken Seite einer anderen (eno)
Reduktionsregel.

Definition 7.2.1. Seien l; — 7;,7 = 1,2 zwei Reduktionsregeln mit umbenannten
Variablen, so dass Var(ly, 1) N Var(la,m2) = (0. Sei p € Pos(l;) eine Position in [y, so
dass l1], keine Variable ist und C' eine vollsténdige Menge von Unifikatoren fiir das
Unifikationsproblem [;|, =* l;. Dann ist die Menge der kritischen Paare definiert
durch {(or1,0(ly)[ors]y)) | o € C}. Elemente aus der Menge der kritischen Paare,

konnen durch das Diagramm

oly ——27" o (1) [ors),

l1 g ‘/

ory

dargestellt werden. Wenn zwei Reduktionsregeln eine Menge von kritischen Paaren
erzeugen, sagt man, die beiden Reduktionsregeln diberlappen.

Fiir eine eno-Reduktionsregel [y — r; und eine Reduktionsregel I, — 75 und alle
Positionen p € Pos(ly), so dass p keine Position im Rumpf einer Abstraktion ist,
beschreiben die jeweiligen Mengen kritischer Paare alle Uberlappungen zwischen
der eno-Reduktion, die durch l; — r; gegeben ist und der iS-Reduktion, die durch
lo — ro gegeben ist.

Zur Berechnung aller Uberlappungen einer iS-Reduktion mit eno-Reduktionen geht
man folgendermaflen vor: Fiir alle eno-Reduktionsregeln [; — r; und eine Redukti-
onsregel [y — ry (die interne Reduktion) und fiir alle Positionen p € Pos(l;), so dass
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7.2 Uberlappungen von Reduktionsregeln in X't

l1], keine Variable und kein Subterm im Rumpf einer Abstraktion ist, werden va-
riablendisjunkte Varianten von /|, und [y unifiziert. Die so bestimmten Mengen der
kritischen Paare beschreiben alle Uberlappungen der internen Reduktion in einem
Oberflachenkontext, die durch die Iy — 75 bestimmt ist, mit eno-Reduktionen.

Zur Unifikation wird die Unifikationsprozedur verwendet, die sich aus der Vereini-
gung

e der Unifikationsregeln fiir Terme mit Sorten (aus Definition 3.4.13),

e der Unifikationsregeln fiir Terme mit Kontextvariablen (Definition 6.3.6) und

e der Unifikationsregeln fiir Terme mit dem links-kommutativen Funktionssym-
bol { - |- [} und dem Funktionssymbol ch fiir Variablenketten beliebiger Lange
(Definitionen 5.2.3, 5.2.9 und 5.2.10)

ergibt. Die Unifikationsprozeduren zur Unifikation von Termen mit Sorten, Termen
mit Kontextvariablen und Termen mit einem links-kommutativen Funktionssymbol
sind vollsténdig. Von der Unifikationsprozedur fiir Terme mit Variablenketten wird
angenommen, dass sie iiberlappungs-vollstéindig ist'. D.h. die Menge der kritischen
Paare kann durch die Unifikationsprozedur, die sich aus der Vereinigung der Regeln
der einzelnen Unifikationsprozeduren ergibt, berechnet werden.

Aufgrund der Eingeschrinktheit der eno-Reduktion in X'e gegeniiber der no-
Reduktion in A" wird mit dieser Methode nur eine Teilmenge aller Uberlappung
berechnet, die in A** moglich sind.

ID.h. Es wird angenommen, dass alle Unifikatoren, die zur Berechnung aller Uberlappung not-
wendig sind, durch die Unifikationsprozedur berechnet werden.
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8 Implementierung und Ergebnisse

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit ist eine Implementierung entstanden, die zu
einer gegebenen iS-Reduktion eine vollstdndige Menge von Gabeldiagrammen durch
die Uberlappung mit eno-Reduktionen (eingeschriinkten no-Reduktionen, siehe Defi-
nition 7.1.4) berechnet. Der Kern des Programms, das in der funktionalen Program-
miersprache Haskell entwickelt wurde, besteht aus einem Unifikationsalgorithmus
zur Unifikation von Termen mit Sorten, Kontextvariablen mit Sorten, einem links-
kommutativen Funktionssymbol und Variablenketten beliebiger Lénge.

Der Quelltext des Haskell-Programms ist unter folgender URL abrufbar:
http://www.xylon.de/rau/.

Zur Ausfithrung des Programms wird der Haskell Compiler GHC' in einer Version
> 6.10.1 benotigt, der unter der URL http://www.haskell.org/ghc/ erhiltlich
ist.

Wird das Programm compiliert oder in den GHC-Interpreter geladen, muss als
Option --fglasgow-exts angegeben werden.

Die Implementierung ist zu Beginn der Bearbeitung des Themas in einer explorati-
ven Phase entstanden. Zu diesem Zeitpunkt waren die verschiedenen Konzepte, die
es bei der Unifikation zu beriicksichtigen gilt, teilweise noch in anderer Form for-
muliert. Beispielsweise wurden die in A'-Reduktionsregeln (Definition 2.3.1) ent-
haltenen Variablen s, t, z,y, Env, R~, R, C' und v als Metavariablen bezeichnet. Der
Begriftf der Metavariablen war informell definiert: Fiir eine bestimmte Metavariable
konnen Ausdriicke oder andere Metavariablen eines entsprechenden Typs eingesetzt
werden. D.h. fiir s, ¢t kénnen beliebige Ausdriicke, fiir z, y Variablen, fiir Env letrec-
Umgebungen, fir R~, R, C' beliebige Kontexte einer entsprechenden Kontextklasse
und fiir v Abstraktionen eingesetzt werden. Das Konzept der Metavariablen ist dem
Konzept der Variablen mit Sorten sehr dhnlich. So entsprechen die Metavariablen
s,t Variablen der Sorte T', Metavariablen z,y entsprechen Variablen der Sorte V,
usw. Allerdings ist in der Literatur, die sich mit Unifikationstheorien befasst, von
Termen und Variablen mit Sorten und nicht von Metavariablen die Rede. In der
frithen Phase der Bearbeitung wurde das Programm basierend auf dem Begriff von
Metavariablen entwickelt.

Des weiteren verwendet das Programm zur Darstellung der zu unifizierenden Ob-
jekte Ausdriicke, die in ihrer Gestalt eher der Syntax von A**-Ausdriicken als der

153



8 Implementierung und Ergebnisse

Syntax von Y!*-Termen entsprechen. Ausdriicke und Terme sind verwandte Begriffe,
allerdings hat das letrec-Konstrukt in A" keine feste Stelligkeit. Im theoretischen
Teil dieser Arbeit wurden deshalb die Funktionssymbole letrec und { - |- [} der
Signatur X' eingefiihrt, die iiber eine feste Stelligkeit verfiigen. In der Literatur
wird Unifikation im Rahmen von Termen und nicht von Ausdriicken behandelt. Im
Programm werden die Ausdriicke bei der Unifikation im wesentlichen wie Terme
behandelt, allerdings werden keine expliziten Terme sondern Ausdriicke unifiziert.

Die Regeln des Programms, die zur Unifikation der in A'*-Reduktionsregeln enthal-
tenen Konstrukten verwendet werden, sind durch eine intuitive Herangehensweise
entstanden. Die Uberlegungen, die zum Entwurf der Unifikationsregeln angestellt
wurden, waren immer von der Art: Gegeben eine Unifikationsgleichung zwischen
Ausdriicken, welche Moglichkeiten bestehen, die Ausdriicke zu unifizieren. Fiir die
Gleichung

(letrec {Envy,z; = 51} in s) =’ (letrec {Envy,y1 = t,} int)

besteht beispielsweise nur die Moglichkeit die beiden letrec-Umgebungen unterein-
ander sowie s mit ¢ zu unifizieren. Diese Unifikationsmoglichkeiten entsprechen der
Anwendung der Regel Decomposition, wenn Terme unifiziert werden. Da letrec in
At ebenso wenig ein Funktionssymbol ist, wie die Konstrukte Applikation und
Abstraktion, wird bei der Unifikation von Ausdriicken fiir alle méglichen Kombina-
tionen von Konstrukten in Unifikationsgleichungen eine separate Regel benétigt, die
der Decomposition-Regel fiir Terme entspricht:

Dec Abs

{Dz.s) ="My t)yWP={x="ys="t}UP

Dec App

{(fs)="(gt)pwP={f="gs="t}UP

Dec letrec

{(1etrec {Env;} in s) =7 (letrec {Envy} int)} W P =
{Env, =" Envy,s ="t} UP

Symbol Clash letrec/App

{(1etrec {Env} int) =" \z.s)}W P = L

Das intuitive Vorgehen beim Entwurf der Unifikationsregeln fiir das Programm, die
Verwendung von Metavariablen und die syntaktische Représentation in Form von
Ausdriicken resultiert im wesentlichen in Regeln, die den Unifikationsregeln entspre-
chen, die im theoretischen Teil dieser Arbeit beschrieben werden. Allerdings weicht
die Formulierung der einzelnen Regeln des Programms teilweise von Formulierungen
ab, die in der Unifikationsliteratur gebrauchlich sind. Aus diesem Grund war es nach
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der Entwicklung des Programms schwierig, Resultate aus dem Bereich der Unifikati-
onstheorien zum Beweis der Terminierung und Vollstédndigkeit des programmierten
Unifikationsalgorithmus zu verwenden. Da diese beiden Eigenschaften aber zentral
fiir die Berechnung aller moglichen Uberlappungen fiir Gabeldiagramme ist, wurde
in der zweiten Phase der Bearbeitung des Themas ein stérkerer Bezug zu existie-
renden Theorien hergestellt, um formale Aussagen iiber die Eigenschaften des Uni-
fikationsalgorithmus zu treffen. Daraus resultiert eine gewisse Diskrepanz zwischen
dem Programm und den vorgestellten Theorien, die aufgrund der Beschrankung des
Bearbeitungszeitraums im Rahmen dieser Arbeit nicht mehr behoben werden konn-
te. Die Anpassung des Programms an die vorgestellten Unifikationstheorien muss
in zukiinftigen Arbeiten erfolgen. Die Diskrepanz bezieht sich nur auf die Formu-
lierung der Unifikationsregeln: Die Unifikationsregeln des Programms sind nicht an
allen Stellen exakt so formuliert, wie die Unifikationsregeln der vorgestellten Theori-
en. Die Unifikationsméglichkeiten, die durch die Regeln des Programms beschrieben
werden, decken trotzdem alle Unifikationsmoéglichkeiten ab, die durch die Regeln
der verschiedenen Theorien gegeben sind. Um diese Behauptung zu stiitzen, geben
wir eine Reihe von Beispielaufrufen wichtiger Funktionen des Programms an, die
verwendete Unifikationsregeln illustrieren, und vergleichen sie mit den Ergebnissen,
die sich aus den Regeln der Unifikationstheorien ergeben.

8.1 Implementierung

Zuerst werden kurz die wichtigsten Datenstrukturen vorgestellt, die im Programm
zur Darstellung von Ausdriicken verwendet werden. Dann werden die zentralen
Funktionen des Programms besprochen, die Unifikationsgleichungen transformieren,
kritische Paare und eine vollstindige Menge von Gabeldiagrammen berechnen.

8.1.1 Datenstrukturen fiir Ausdriicke

Folgende Datenstrukturen werden zur Darstellung von Metavariablen im Programm
verwendet:

data Tmv = Tmv VName

data Vmv = Vmv VIName

data Wmv = Wmv VIName

data Emv = Emv VName

data C'mv = Cmv VName CType.

Alle Metavariablen haben einen Namen VName, der durch ein Paar des Typs
(String, Integer) dargestellt wird. Der String bezeichnet den Namen der Variablen,
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8 Implementierung und Ergebnisse

der Integer-Wert wird zum einfachen Umbenennen von Variablen im Programm
verwendet. Wir geben die Bedeutung der einzelnen Datenstrukturen an.

Die Datenstruktur Tmuv (abgekiirzt fiir Term bzw. Ausdrucks-Metavariable)
reprisentiert Metavariablen fiir Ausdriicke. Die entsprechenden Variablen in
Y sind von der Sorte 7.

Die Datenstruktur Vmu (Variablen-Metavariable) repriasentiert Metavariablen
fiir Variablen. Die entsprechenden Variablen in 3! sind von der Sorte V.

Die Datenstruktur Wmuv (Werte-Metavariable) représentiert Metavariablen fiir
Abstraktionen. Die entsprechenden Variablen in ¥ sind von der Sorte App.

Die Datenstruktur Emv (Umgebungs-Metavariable) reprisentiert Metavaria-
blen fiir letrec-Umgebungen. Die entsprechenden Variablen in ¥ sind von
der Sorte U.

Die Datenstruktur Cmov (Kontext-Metavariable) repriasentiert Metavariablen
fiir Kontexte. Der Konstruktor der Datenstruktur verfiigt iiber ein zusétz-
liches Argument CType, das angibt, zu welcher Kontextklasse die Kontext-
Metavariable gehort:

data CType = C | S | R | Rw.

Eine Kontextvariable mit CType C entspricht einer ¥'**-Kontextvariablen der
Sorte T" — T'. Es gelten analoge Entsprechungen von Kontext-Metavariablen
mit einem anderen CType zu den jeweiligen Y'**-Kontextvariablen.

Ausdriicke werden im Programm durch die Datenstruktur

data MAusdr = MTtmv Tmv
| MTvmv Vmu
| MTwmv Wmuv
| MTC Cmv MAusdr
| MApp MAusdr MAusdr
| MAbs Vmv MAusdr
| MLet Env MAusdr

dargestellt. Der Prifix M soll verdeutlichen, dass es sich um Ausdriicke mit Meta-
variablen handelt. Ein Ausdruck im Programm ist entweder eine bestimmte Meta-
variable, reprisentiert durch die Konstruktoren MTtmv, MTvmv und MTwmu, die
jeweils eine entsprechende Metavariable als Argument erwarten, oder eine Kontext-
Metavariable angewandt auf einen Ausdruck (MTC). Des Weiteren kann es sich
bei einem Ausdruck um eine Applikation (MApp), eine Abstraktion (MAbs) oder
einen letrec-Ausdruck (MLet) handeln. Der letrec Datenkonstruktor erwartet als
zweites Argument eine Datenstruktur des Typs Env. letrec-Umgebungen sind im
Programm als drei-Tupel definiert:
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8.1 Implementierung

bestehend aus einer Liste von Umgebungs-Metavariablen, einer Liste von Varia-
blenketten und einer Liste von letrec-Bindungen. letrec-Umgebungen enthal-
ten zwar eine Liste von Umgebungs-Metavariablen, der Unifikationsalgorithmus des
Programms unifiziert aber nur solche Umgebungen, die maximal eine Umgebungs-
Metavariable enthalten (analog zu der Beschrénkung, dass Umgebungen { - | - [} in
Y'°t nur eine Variable der Sorte U enthalten diirfen).

Im Programm sind letrec-Bindungen definiert durch
data Bind = Vmuv :=: MAusdr.

Der infix Konstruktor :=: bindet einen Ausdruck an eine Variablen-Metavariable.

Variablenketten werden durch die Datenstruktur
data Chain = Chain CHmv Bind [(BindPos, Bind)| Bind

dargestellt. Als zweites und viertes Argument erwartet der Kettenkonstruktor je-
weils eine letrec-Bindung, die Anfangs- und Endbindung der Variablenkette sym-
bolisieren. Das erste Argument des Konstruktors ist eine Ketten-Metavariable, die
zusammen mit dem dritten Argument, einer Liste von Tupeln bestehend aus einer
Position (A,E oder M) und einer Bindung, dazu dienen, sich abgespaltene Bindun-
gen und Aufteilungen der Kette zu merken (siehe Kapitel 5). Ketten-Metavariablen
sind analog zu den anderen Metavariablen definiert:

data CHmv = CHmv VIName.

Fiir eine Ketten-Metavariable konnen Variablenketten oder andere Ketten-Metava-
riablen eingesetzt werden.

Reduktionsregeln werden im Programm durch Paare (M Ausdr, M Ausdr) reprasen-
tiert. Die noe-Reduktionsregeln und die Reduktionsregeln, die zur Berechnung aller
Uberlappungen verwendet werden, entsprechen den in Kapitel 7 definierten Regeln
des Y'e-Kalkiils (Definition 7.1.2 und Definition 7.1.4). Im Haskell-Interpreter wer-
den die Regeln durch den Aufruf der Funktionen norules bzw. isrules angezeigt.

Die meisten Datenstrukturen verfiigen iiber eine Druckfunktion fiir eine besser les-
bare Darstellung im Haskell-Interpreter, wie beispielsweise

> MLet ([Emv ("E", 1)],I[1,
(Vmv ("x", 1) :=: MApp (MTtmv (Tmv ("s", 1)))
(MTvmv (Vmv ("x", 1)))1)
(MTvmv (Vmv ("v", 1)))
> (letrec ([E1]1,[],[x1=0(s1,x1)]) in v1).

Nach obigem Schema wird die Auswertung eines Haskell-Ausdrucks im Interpreter

priasentiert: Hinter dem ersten > stehet der auszuwertenden Ausdruck, hinter dem
zweiten > das Resultat der Auswertung.
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8.1.2 Funktionen

Die Funktion solve mit dem Typ
solve :: GL — FEither [[ GL]] Subst

erhilt als Argument eine Unifikationsgleichung zwischen Ausdriicken (représentiert
durch die Datenstruktur GL) und wendet eine Transformation auf die Unifikations-
gleichung an. Der Riickgabewert ist entweder eine Liste von Listen von Unifikations-
gleichungen (die vollstindige Menge von Alternativen, siche Definition 3.4.6) oder
eine Substitution, falls die eingegebene Gleichung in geléster Form ist. Fiir die ein-
gegebene Unifikationsgleichung miissen die Bedingungen eingeschréankter Unifikati-
onsprobleme (Definition 6.3.4) gelten. Insbesondere darf jede Kontext-Metavariable
nur einmal vorkommen. Auflerdem darf jede letrec-Umgebung in der Gleichung
maximal eine Variablenkette enthalten, es sei denn die Variablenketten sind durch
Aufspaltung aus einer Ursprungskette entstanden (siehe Kapitel 5). Die Ausfithrung
der Funktion solve ist in eine Zustands-Monade gekapselt, um auf einfache und mo-
dulare Weise neue Variablennamen zu erzeugen, die von manchen Unifikationsregeln
benotigt werden. Der tatsdchliche Typ von solve ist deshalb

solve :: GL — State Integer (Either [[ GL]] Subst).

D.h. solve gibt einen Zustand zuriick, der aus einer Integer-Zahl, die fiir die Generie-
rung neuer Variablennamen verwendet wird, und einer entweder der vollstandigen
Menge von Alternativen oder einer Substitution besteht.

Wir geben eine Reihe von Beispielen, die illustrieren, dass die Unifikationsregeln des
Programms kompatibel mit den Unifikationsregeln der vorgestellten Theorien sind.

Betrachte die Gleichung {app(s1,t1) =7 app(sa, t2)} in X die durch einen Decompo-
sition-Schritt (aus Definition 3.4.13) transformiert wird zu {s; =’ t;,s, =’ t5}. Ein
Aufruf von solve mit dem Unifikationsproblem als Argument sieht folgendermaflen
aus:

> run $ solve (MApp (MTtmv (Tmv ("s", 1))) (MTtmv (Tmv ("t", 1))) =7
MApp (MTtmv (Tmv ("s", 2))) (MTtmv (Tmv ("t", 2))))
> Left [[s1 =7 s2,t1 =7 t2]].

Dabei ist run eine Hilfsfunktion, um die Zustands-Monade fiir solve zu initialisie-
ren. Der Datenkonstruktor Left signalisiert, dass der Riickgabewert die vollstandige
Menge (Liste) von Alternativen ist, die in diesem Fall nur aus einer Liste von Uni-
fikationsgleichungen besteht.

Das X!“-Unifikationsproblem {sy =’ letrec(e,t)} ist in geldster, wohlsortierter
Form. Der Aufruf von solve fiir diese Problem resultiert in einer Substitution, die
den letrec-Ausdruck an die Variable bindet. Die Riickgabe einer Substitution wird
durch den Datenkonstruktor Right signalisiert.
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> run $ solve ((MTtmv (Tmv ("s", 1))) =7
(MLet ([Emv ("E", 1)1,01,[]) MTtmv (Tmv ("t", 1)))))
> Right Tmv ("s",1) -> (letrec ([E1],[],[]) in t1)

Auf das Y'“-Unifikationsproblem {z, =’ letrec(e,t)} besitzt keine Losung (Sorted
Fail Fun aus Definition 3.4.13). Analog dazu der Aufruf von solve:

> run $ solve ((MTvmv (Vmv ("x", 1))) =7
(MLet ([Emv ("E", 1)1,0,[]) (MTtmv (Tmv ("t", 1)))))
> Left [],

wobei der Left [] der Wert ist, der das Unifikationsproblem repréasentiert dass keine
Losung besitzt.

Das Y'“-Unifikationsproblem {s =" letrec(e, s)} resultiert in einem Occurs Check,
dazu passend haben wir

> run $ solve ((MTtmv (Tmv ("s", 1))) =7
(MLet ([Emv ("E", 1)]1,0,0) MTtmv (Tmv ("s", 1)))))
> Right *xx
Exception: Occurs: Tmv ("s",1) in (letrec ([E1],[],[]) in s1).

Die vollstindige Menge von Alternativen fiir das X/~ Unifikationsproblem

{{lb(z1, 51), b(x2, s2)|ex [} =" {b(ya, t1), b(yo, ta)|eal}}

ist durch die Transformationsmoglichkeiten von U-Decomposition (aus Definition
4.4.2) gegeben:

{{Ib(@2, so)lerlt =" {blyr, t0)INT}, {{Ib(x1, 1) IN[ =" {by2, t2)leaf} }}

Im Programm wird eine Variante der U-Decomposition-Regel verwendet, wie an
folgendem Beispiel zu sehen ist.

> run $ solve

(([Emv ("E", 1)]1,0,[Vmnv ("x", 1) :=: MTtmv (Tmv ("s", 1)),
Vmv ("x", 2) :=: MTtmv (Tmv ("s", 2))]) =7

([Emv ("E", 2)]1,0,[Vmv ("y", 1) :=: MTtmv (Tmv ("t", 1)),
Vmv ("y", 2) :=: MTtmv (Tmv ("t", 2))1))

> Left
1 [[x1=s1 =7 yi=t1, ([E1],[], [x2=s2]) =7 ([E2], (0], [y2=t2])],
2 [x1=s1 =7 y2=t2, ([E1],[],[x2=s2]) =7 ([E2]1,0], [y1=t11)],
3 [([E2],[1,[1) =7 (IN1,I[],[x1=s1]1),

([E11, (1, [x2=s2]) =7 ([N1,[1,[y1=t1,y2=t2])1]
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Die Liste der vollstdndigen Alternativen enthélt ein zusétzliches Unifikationsproblem
(Zeile 2), das durch die ¥'**-Unifikationsregeln erst nach einer Folge von Transforma-
tionen berechnet wird (siehe Transformation in semi-geloste Form in Lemma 4.4.4).
Die im Programm verwendete Unifikationsregel zieht diese Transformationsméoglich-
keit vor. Das Unifikationsproblem in Zeile 3 ist entsprechend angepasst, um die
Berechnung einiger redundanter Unifikatoren zu vermeiden.

Fiir das Y- Unifikationsproblem {{|b(z1, s1)|e1[} =" {lch(b(y2, y1), b(ys, y3))|eal}} er-
gibt sich die vollstdndigen Menge von Alternativen durch die Anwendung der Regel
Split-R und U-Decompositon (Definition 5.2.3):

{{er =" {lch(b(y2, 1), b(ya, y3)) N[}, e2 =" {|b(21, 51)| N[} },

{b(x1,51) =" b(y2, y1), e = {lch(D(2, y2), b(ya, y3))M |eal} }

{b(x1,51) =" 0(ya, y3), er =" {lch(b(y2, 11), b(ys, 2))leal} }

{0(x1,51) =" (23, 22), &1 =" {|ch(b(y2, Y1), (22, 21)), ch(b(2a, 23), (s, ys) )M |eal} } }

Durch solve werden exakt diese Alternativen berechnet:

> run $§ solve
(C([Emv ("E", DI1,[],[Vmv ("x", 1) :=: MTtmv (Tmv ("s", 1))]) =7
([Emv ("E", 2)],
[Chain (CHmv ("CH", 1))
(Vmv ("y", 2) :=: MTvmv (Vmv ("y", 1))) []
(Vmv ("y", 4) :=: MTvmv (Vmv ("y", 3)))]1,[1))
> Left
1 [CCCE2], 00, 00) =7 (IND, [T, [x1=s1]),
([E11,0,01) =7 (IN], [CH1(y2=y1,[],y4=y3)]1,[1)],
2 [x1=s1 =7 y2=y1, CH1 =7 [CH11(y13=y2,[(A,y2=y1)],y4=y3)],
([E1]1,101,01) =7 ([E2], [CH11(y13=y2, [(A,y2=y1)],y4=y3)],[1)],
3 [x1=s1 =7 y4=y3, CH1 =7 [CH11(y2=y1, [(E,y4=y3)],y3=y14)],
([E1],[1,01) =7 ([E2], [CH11(y2=y1, [(E,y4=y3)],y3=y14)],[1)],
4 [x1=s1 =7 y14=y13, CH1 =7 [CH11(y2=y1, [],y13=y15),
CH12(y16=y14,[(M,y14=y13)],y4=y3)],
((E11,(01,0) =7 ([E2], [CH11(y2=y1, [],y13=y15),
CH12(y16=y14, [(M,y14=y13)],y4=y3)1, [1)]]

Die  Unifikationsprobleme in den  Zeilen 2, 3 und 4  enthal-
ten jeweils eine zusdtzliche Gleichungen, beispielsweise in Zeile 2:
CH1 =7 [CH11(y13=y2,[(A,y2=y1)],y4=y3)]. In diesen Gleichungen steht
auf der linken Seite eine Ketten-Metavariable und auf der rechten Seite eine Liste
von Variablenketten. Die Gleichungen sind per Definition in geloster Form und
dienen dazu, sich die Abspaltung oder Aufteilung von Variablenketten zu merken
(vgl. Kapitel 5), damit die substituierten Terme syntaktisch gleich werden. In
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der Kette CH11(y13=y2, [(A,y2=y1)],y4=y3) ist beispielsweise vermerkt, dass an
der Anfangsposition der urspriinglichen Kette (A) die Bindung y2=y1 abgespalten
wurde. Die Markierungen A und M entsprechen der Markierung M der Unifikati-
onsregeln fiir Variablenketten. Variablenketten die mit E markiert sind, werden wie
unmarkierte Variabelketten behandelt.

Als letztes Beispiel betrachten wir das :!'*-Unifikationsproblem mit Kontextvaria-
blen {Cr.1)(tr) =" Rirrr(sr)}', das auch ausfiihrlich am Ende des Kapitels 6
behandelt wird (in Beispiel 6.3.8).

> run $ solve ((MTC (Cmv ("C", 1) C) $ MTtmv (Tmv ("s", 1))) =7
(MTC (Cmv ("R", 1) R) $ MTtmv (Tmv ("t", 1))))
> Left
1 [[Clc =7 R11-[@(R13-[t1],C8c[ 1)],
Rir =7 R11-[@(R13-[ ]1,C8cl[s1])1],
2 [Cilc =7 (letrec ([E5],[],[x6=C8c[ 1,y7=R3-[t1]]) in R2-[y71),
Rir =? (letrec ([E5],[], [x6=C8c[s1],y7=R3-[ ]1) in R2-[y71)],
3 [Clc =7 (letrec ([E5],[],[x6=C8c[ 1]) in R3-[t1]),
Rir =7 (letrec ([E5],[],[x6=C8c[s1]]) in R3-[ 1)1,
4 [Clc =7 (letrec ([E5],[],[x6=R3-[t1]]) in R4-[ 1),
Rir =7 (letrec ([E5],[],[x6=R3-[ 11) in R4-[s1]), sl =7 x6],
5 [Cic =7 Rir[C8c[ 1], t1 =7 C8c[s1]]]

Kontext-Metavariablen, die allgemeine Kontexte darstellen, werden im Interpreter
mit einem Suffix ¢ gedruckt. Kontext-Metavariablen aus der Klasse der Oberfléchen-
kontexte tragen den Suffix s, Kontext-Metavariablen der Klasse der Reduktionskon-
texte den Suffix r und fiir Metavariablen aus der Klasse der schwachen Redukti-
onskontext wird der Suffix - verwendet. Die vollstindige Menge der alternativen,
die durch das Programm berechnet wird, entspricht der im Beispiel 6.3.8 angegeben
vollstandigen Menge. Allerdings mit der Einschrdnkung, dass in der vom Programm
berechneten Menge nur ein Unifikationsproblem der Form

Clc =? (letrec ([E5],[], [x6=C8c[ 1,y7=R3-[t1]]) in R2-[y71),
Rir =7 (letrec ([E5],[],[x6=C8c[s1],y7=R3-[ 11) in R2-[y71)

enthalten ist (in Zeile 2) und dass zusétzliche in Beispiel 6.3.8 vorkommenden Pro-
blem

Clc =7 (letrec ([E5],[],[y7=R3-[t1]1],x6=C8c[ 1) in R2-[y7]),
Rir =7 (letrec ([E5],[],[y7=R3-[ 1],x6=C8c[s1],) in R2-[y7])

In dem Problem ist C eine allgemeine Kontextvariable und R eine Reduktionskontextvariable.
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nicht berechnet wird. Der Grund dafiir ist, dass von den beiden Problemen wegen der
Vertauschbarkeit von Elementen in letrec-Umgebungen nur eines in der Vollsténdi-
gen Menge der Alternativen benétigt wird. Damit das Vertauschbarkeits-Axiom (C1)
anwendbar ist, werden im Programm zusitzlich neue Umgebungs-Metavariablen
(E5) in den letrec-Umgebungen instantiiert. Auflerdem werden die Nebenbedin-
gungen, die fiir die Wohlstrukturiertheit der berechneten Unifikatoren gelten miissen
korrekt beachtet. So ist beispielsweise in den Gleichung

1 Clc =7 (letrec ([ES5],[],[x6=R3-[t1]]) in R4-[ 1),
2 Rir =7 (letrec ([E5],[],[x6=R3-[ 1]) in R4-[s1]),
3 sl =7 x6

R4- eine Kontext-Metavariable der Klasse der schwachen Reduktionskontexte und
es gilt s =7 x6. D.h. (letrec ([E5],[],[x6=R3-[ 1]) in R4-[s1]) stellt einen
Reduktionskontext dar und deshalb ist die Gleichung in Zeile 2 wohlstrukturiert.

Die Funktion unify mit dem Typ
unify :: MAusdr — MAusdr — State Integer [ Subst|

berechnet fiir zwei gegebene Ausdriicke eine vollstandige Menge von Unifikatoren.
Dazu ruft sie rekursiv die Funktion solve auf. Zur einfachen Erzeugung von neuen
Variablen, ist auch die Funktion solve in einer Zustands-Monade gekapselt. Um als
Riickgabewert lediglich die vollstandige Menge von Unifikatoren zu erhalten, wird
die Funktion im Haskell-Interpreter folgendermaflen aufgerufen:

> State.evalState (unify Ausdruckl Ausdruck2) i

wobei ¢ eine Integer-Zahl ist, die grofler ist als alle Integer-Zahlen, die in Variablen-
namen in Ausdruckl oder Ausdruck2 vorkommen.

Die Funktion c¢pss berechnet fiir eine Liste von Reduktionen und eine Reduktion alle
kritischen Paare (Definition 7.2.1) zwischen der Reduktion und den Reduktionen.
Ihr Typ ist:
cpss i [(String, (MAusdr, MAusdr))]
— (String, (MAusdr, MAusdr))

— [(String, MAusdr, MAusdr, MAusdr)].

Die Reduktionen, die cpss als Argument erwartet, stehen in einem Tupel
(String, (M Ausdr, M Ausdr)), wobei der String den Namen der jeweiligen Reduk-
tionsregel enthélt, die durch das Paar (M Ausdr, M Ausdr) reprasentiert wird. Die
Riickgabe der Funktion ist eine Menge von kritischen Paaren, die durch eine Liste
von vier-Tupeln [(String, M Ausdr, M Ausdr, M Ausdr)] dargestellt wird. Der String
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enthélt die Namen der Reduktionsregeln, die das kritische Paar erzeugen. Dar-
auf folgt der Ausdruck, in dem die Uberlappung auftritt. Die beiden letzten Aus-
driicke stellen das kritische Paar dar, wobei der erste der beiden Ausdriicke der
eno-reduzierte und der zweite der iS-reduzierte Ausdruck ist. Ein Beispielaufruf von
cpss, der nur die ersten beiden kritischen Paare fiir eine interne (llet-in)-Reduktion
ausgibt (was durch das vorangestellte take 2 $ erreicht wird) ist:

> take 2 $ cpss norules ("iS,llet-in",islletin)

> 1 [("eno,lletin iS,llet-in",
(letrec ([E1],[1,[]) in (letrec ([E2],01,[]) in rl)),
(letrec ([E1,E2],[],[1) in rl),
(letrec ([E1,E2],[]1,[]) in r1)),

2 ("eno,lletin iS,llet-in",
(letrec ([E1],I[]1,[]1) in (letrec ([E2],I[],[]) in
(letrec ([E7]1,[1,[]1) in r6))),

(letrec ([E1,E2],[1,[1) in (letrec ([E7]1,[1,[]) in r6)),
(letrec ([E1],[1,[1) in (letrec ([E2,E71,[1,[]) in 1r6)))]

Das kritische Paar in Zeile 1 erzeugt eine triviale Uberlappung, d.h. der eno-Redex
und der interne Redex (der in diesem Fall kein interner Redex ist) sind identisch.
Das kritische Paar in Zeile 2 erzeugt eine echte Uberlappung.

Eine vollstindige Menge von Gabeldiagrammen fiir alle internen Reduktionen des
Y'et_Kalkiils wird durch die Funktion completeFDSet mit dem Typ

completeF'DSet :: [(String, (MAusdr, MAusdr))]
— [(String, (MAusdr, MAusdr))]
— [([(String, MAusdr)], [(String, MAusdr)])]

berechnet. Die Funktion erwartet als erstes Argument eine Liste von eno-
Reduktionsregeln und als zweites Argument eine Liste von Reduktionsregeln (die
internen Reduktionsregeln). Die Listen von Reduktionsregeln enthalten wieder
Paare, bestehend aus dem Namen der Reduktionsregel und der jeweiligen Re-
gel. Der Riickgabewert von completeFDSet ist ein vollstindiger Satz von Ga-
beldiagrammen fiir die internen Reduktionen, die als zweites Argument iiberge-
ben wurden. Der vollstdndige Satz wird dargestellt durch eine Liste von Paaren
[([(String, MAusdr)], [(String, MAusdr)])]. Die Elemente des Tupels sind Listen von
Paaren. In diesen Paaren steht der String fiir den Namen einer Reduktionsregel
und der Ausdruck fiir ein Redukt, dass aus der Anwendung der benannten Regel
resultiert. Das erste Element des Tupels ([(String, MAusdr)], [(String, MAusdr)])
repréasentiert die Reduktionsfolge auf der linken und unteren Seite des Gabeldia-
gramms, das zweite Element stellt die Reduktionsfolge auf der oberen und rechten
Seite des Gabeldiagramms dar. Wir geben ein Beispiel:
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> take 2 $ completeFDSet norules isrules
> 1 [([("eno,lletin", (letrec ([E6,E7],[]1,[]) in r6))],
[("iS,1letin", (letrec ([E6,E71,[1,[1) in r6))1),
2 ([("eno,lletin",
(letrec ([E1,E6],[1,[]1) in (letrec ([E71,[1,[]) in r6))),
("eno,lletin",
(letrec ([E1,E6,E7],[1,[]) in r6))],
[("iS,1lletin",
(letrec ([E1],[],[1) in (letrec ([E6,E7],[],[]1) in r6))),
("eno,lletin",
(letrec ([E1,E6,E71,[1,[]) in r6))1)]

Die Ausgabe in Zeile 1 bezieht sich auf eine triviale Uberlappung, fiir die kein Ga-
beldiagramm notwendig ist. Das Paar in Zeile 2 korrespondiert mit dem Gabeldia-
gramm
) 1S, llet-in ]
eno,llet-in
V .
: ._.--"'..eno,llet—m

eno,llet—iné )
\ya

Zum Schlieen von Gabeldiagrammen wird in der Funktion completeF'DSet folgen-
dermaflen vorgegangen: Sei (s, t) ein kritisches Paar fiir eine eno-Reduktionsregel p;
und einer (interne) Reduktionsregel p, und sei s der eno-reduzierte Ausdruck und ¢
der Ausdruck der durch die interne Reduktion reduziert wurde:

iSva t

eno,p1

h=<——23

D.h. zum SchlieBen des Diagramms konnen auf ¢ nur eno-Reduktionen angewen-
det werden und auf s eno- oder interne Reduktionen. Generiere einen Suchbaum
mit dem Wurzelknoten (s,t). Fiir jeden Knoten (s;,%;) im Baum erzeuge all seine
Kinderknoten

e (s,t;), wenn s; 299, s fiir eine eno-Reduktionsregel a gilt. Und
o (s;,t;) fiir alle internen Reduktionsmoglichkeiten in Oberflichenkontexten
S; 58, s;. Und

o (s;,t;), wenn t; 2% 1, fiir eine eno-Reduktionsregel ¢ gilt.
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Folgende Abbildung zeigt das Schema eines solchen Suchbaums.

(S,tl)

(s31,1) (s3,11)

Der so erzeugte Baum wird mittels Tiefensuche mit einer iterativen Tiefenschranke
durchsucht nach einem Knoten (s;,t;), so dass die Ausdriicke syntaktisch gleich sind
(modulo der durch das Cl-Axiom und die Split-Axiome erzeugte Kongruenzrelation).
Man merke sich den Pfad vom Wurzelknoten zu diesem Knoten. Er gibt die kiirzesten
Folgen von Reduktionen an, so dass das Gabeldiagramm geschlossen wird.

Die Reduktion von Ausdriicken im Programm wird durch Matching implementiert.

8.2 Ergebnisse der Berechnung von
Gabeldiagrammen

Wir geben die vollstdndigen Gabeldiagramme von Gabeldiagrammen fiir iS-
Reduktionen an, die durch das Programm berechnet werden. Fiir interne lapp und
Ibeta Reduktionen ergeben sich keine kritischen Paare. Das entspricht der Tatsache,
dass zum Beweis der Korrektheit der Programmtransformationen lapp,lbeta keine
Diagramme benotigt werden (siche Proposition 2.5.5).

8.3 Vollstandiger Satz von Gabeldiagrammen fiir
(iS,llet)

8.3.1 Volistandiger Satz von Gabeldiagrammen fiir (iS,llet-in)

Fiir die Uberlappungen einer (S, llet-in)-Reduktion mit eno-Reduktionen berechnet
das Programm insgesamt 11 Gabeldiagramme, die teilweise redundant sind. Wir
geben einige berechnete Gabeldiagramme, zugehorigen kritischen Paaren und die
schlieBenden Reduktionsfolgen an.
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iS,llet-in
R AN,

eno,llet-in
v __
eno,llet-in
eno,llet-in’
Vi
(letrec {E,} in (letrec {FEg} in (letrec {E7} inrg)))
cnodietin (letrec {E, Eg} in (letrec {E;} in14))
(letrec {E, Eg, E7} in rg)
(letrec {E)} in (letrec {Fs, E;} in1g))
(letrec {Eh, Eg, E7} in rg)

eno,lletin
_—

iS,lletin
—_—

eno,lletin
_

Die folgenden vier Diagramme ergeben sich zwar aus unterschiedlichen Uberlap-
pungen, kénnen aber immer durch das gleiche Gabeldiagramm geschlossen werden.
Sie entstehen durch die Uberlappung mit Varianten einer eno-Reduktionsregel, die
jeweils Reduktionsketten unterschiedlicher Lénge enthalten.

S, llet-in
Rt AN,

eno,llet—el eno,llet-e

eno,llet-e ¥
o e 2T -

(letrec {E\z; = (letrec {Eg} in (letrec {E;} inrg))} in Ry [x1])
cnolieted, (letrec {E), Eg, x1 = (letrec {E7} inrg)} in Ry [x1])

letrec {E1, Eg, E7, 21 = 16} in Ry [11])

eno,llete0
_

(
S letin (letrec {E1, 21 = (letrec {Eg, Er} inrg)} in Ry [11])
(

eno,llete0 letrec {E17 E67 E77 T, = 7"6} in Rl_ [$1])
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S, llet-in
Rt AN

eno,llet—el eno,llet-e

eno,llet-e Y
e DT -

(letrec Ey,nxy = nRy[Q(zy,uy)], 21 = (letrec {Eg, } in (letrec {E7, } inrg))

in Ry [nz4])

eno,lletel (Letrec Ey, Eg,nwy = nRy [Q(21,u1)], 21 = (letrec {E7, } in rg)
in Ry [nz4])
eno,lletel (letreC {Eh E67 E’77 nry = an_ [@(.Tl, ul)], T = 7”6} in Rl_ [n$1])
zs,lletzn) (1etrec El’nl‘l = an_ [@(xlyul)]v I = (letrec {Eﬁ, E?,} in T6)
in Ry [nz4])
eno,lletel (1etreC {Eh E67 E7, nry = an_ [@(1’1, ul)], T = 7"6} in Rl_ [n$1])
15, llet-in
eno,llet—el eno,llet-e
eno,llet-e Y

(letrec Ey,nxy = nRy [x1], nxe = nRy [nay],
x1 = (letrec {Eg, } in (letrec {E7, } inrg))

in Ry [nzs))

enollete2 (letrec Ei, Eg,na1 = nhy [x1], nwa = nky [ni],

x1 = (letrec {E7, } in rg)
in Ry [nas))

eno,llete2 (letrec {Eb Eﬁ, E'7’ nr; = an_ [xl]a Nry = ’)’LR2_ [’)’Ll’l], xr1 = 7’6} in Rl_ [7%1’2]

S, (Letrec Byyna = nRy [ni),ne; = Ry [na),

x1 = (letrec {Eg, E7, } in 1)
in Ry [nas))

eno,llete2 (letrec {Eb Eﬁ, E'7’ nr; = an_ [xl]a Nnry = ’)’LR2_ [’)’Ll’l], xr1 = 7’6} in Rl_ [7%1’2]
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8 Implementierung und Ergebnisse

S, llet-in
Rt AN

eno,llet—el eno,llet-e

eno,llet-e Y
e DT -

(letrec Ey,nxy = nRy [x1], nxe = nRy [nxy], nes = nRy [nas),
x1 = (letrec {Eg, } in (letrec {E7, } inrg))

in Ry [nzs))

eno,llete3 (letrec E17 Eﬁ, nr, = an— [x1]7nx2 = nR2_ [nxl],nx3 = nRg [nl’2]7

x1 = (letrec {E7, } in rg)
in Ry [nxs))
eno,llete3 _ _ _
——— (letrec Ey, Eg, E7,nxy = nRy [11], nxe = nRy [nxy], nxs = nR3 [nxs),
Tr1 = Tg

in Ry [nz3))

15 lletin, (letrec Ey,nxy = nRy [x1], nxe = nRy [naq], nes = nRy [nas),
x1 = (letrec {Eg, E7, } in 1)
in Ry [nz3))
cnodletes (letrec B\, Eg, E7,nx1 = nRy [11],nwy = nRy [nx1], nws = nRy [nxs,
Ty =T
in Ry [nas))
1S, llet-in . bzw. eno,lapp
eno,lappl eno,lapp eno,lappl
iS,lapp S, llet-iny
Lo - -
eno,lappé __.-""..eno,lapp
eno,lletiné

N

R [Q((letrec {Es} in (letrec {E7} in7g)), $1)]
cnoloppl, R3 [(letrec {Eg} in @Q((letrec {E;} in1g), 51))]
R3 [(letrec {Eg} in (letrec {E7} in Q(r6,51)))]
R3 [(letrec {Eg, E7} in Q(rg, s1))]
Die beiden letzten Reduktionen sind eno, falls Ry = [-], sonst iS.
iS,lletin

——— R;[Q((letrec {Es, B} in1g), 51)]
cnoloppl, R3 [(letrec {Eg, E7} in Q(rg, s1))]

iSVeno,lapp
- =

iSVeno,lletin

168




8.3 Vollstéindiger Satz von Gabeldiagrammen fiir (iS,llet)

S, llet-in
—_
eno,lappl eno,lapp

1S, lapp 1S, llet- W

(letrec {E5} in R3 [Q((letrec {Eg} in (letrec {E7} in1g)), s1)])
(letrec {E3} in Ry [(letrec {Es} in @Q((letrec {E7} inrg), $1))])

[
letrec {E3} in R; [(letrec {Eg} in (letrec {FE;} in Q(rg, s1)))])
[(letrec {Eg, E7} in Q(rg, s1))])
(@
[

eno,lapp2
- =y
S lapp

— (

15,lletin

——— (letrec {E5} in Ry

S lletin (letrec {E3} in Ry
—

((Letrec {Es, Er} in 1), s1)])

—)
enolapp2 0 e {E3} in R3[(letrec {Eg, E7} in Q(rg, s1))])

8.3.2 Vollstindiger Satz von Gabeldiagrammen fiir (iS,llet-e)

Fiir die Uberlappungen einer (iS5, llet-¢)-Reduktion mit eno-Reduktionen berechnet
das Programm insgesamt 35 Gabeldiagramme. Wir geben die 5 Fille an, die unter-

chiedliche Diagramme ergeben.

1S, llet-e

eno, llet—inl eno,llet-in

iS,llet-e
L euete .

(letrec {E;} in sg)} in (letrec {Es} inrq))
(letrec {E7} in s6)} inry)

(letrec {Es, x6 =
cnolletin, (1etrec {Eg, By, 76 =

B liete, ——— (letrec {Fg, Fa, E7, 16 = Sg} in rq)
L5 fiete, (letrec {Eg, E7, 76 = S¢} in (letrec {Ey} in rq))
£noilletin, ———— (letrec {Eg, E7, By, x6 = S} in 1)
1S, llet-e
eno,llet—el eno,llet-e
1S, llet-e v
L mete -
= (letrec {E7} in sg)} in Ry [x1])

(letrec {Es,x1 = (letrec {Es} in s1), @

cnolleted, (letrec {Es, Eo,x1 = $1, 26 = (letrec {E7} in s¢)} in Ry [71])
$1, %6 = ¢} in Ry [21])

iS5 llete, ——— (letrec {Es, Es, E7, 21 =
oliete, (letrec {Es, By, x1 = (letrec {Es} in $1), 26 = S¢} in Ry [x1])
eno lleteO (1etrec {Eg, E7’ E2’ T = 81,Tg = 86} in Rl [«Tl])
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8 Implementierung und Ergebnisse

S, llet-e

A A
eno,cp—inl/ i eno,cp-in

1S, llet-e v
e T -

(letrec By, CHi(cxe = cxy, cxy = cx3), cxy = vy, 06 = (letrec {Er} in sq)
in R [cx4))

eno,cpin .
——— (letrec Ey, CHi(cxy = cx1,cx4 = CT3),cx1 = V1,76 = (Lletrec {F;} in sg

in Ry [n])

iS,llete . _
——— (letrec {Ey, By, CH\(cxy = cxy, x4 = C3),cx1 = U1, %6 = Se} in Ry [v1])
iS,llete

—— (letrec Ey, E7,CH,(cxy = cxq,cxy = CX3),Cx1 = V1, Tg = S

in Ry [cxz4])

enocpin, (letrec {Ey, E7, CHy(cxy = cay,cxy = CX3),CcT1 = V1, T = S¢} in Ry [v1])

1S, llet-e
R

eno,cp—el eno,cp-e
iS,llet-e Y

. > .

(letrec Eyy, CHsy(cys = cyr, cys = cys), cyr = va, 11 = Ry [Q(cyy, s2)],
x¢ = (letrec {E£7} in sg)

in Ry [z1])
eno,cpel _
o, (letrec Eyy, CHs(cys = cyr, cys = cys), cyr = va, 11 = Ry [Q(vg, $9)],

x¢ = (letrec {E7} in sg)
in Ry [z1])

5 fiete, (letrec Eyy, E7, CHy(cys = cyr, cys = cys), cyr = va, &1 = Ry [Q(v9, $9)],
T = Sg
in Ry [24])
5 fiete, (letrec Ey, E7, CHy(cys = cyr, cys = cys), cyr = va, 11 = Ry [Q(cyy, $2)],
T = Sg
in Ry [z1])
eno,eped, (letrec Ehy, Er, CHy(cys = cyr, cys = cys), cyp = va, x1 = Ry [Q(vg, $2)],
T = Sg
in Ry [z1])
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8.3 Vollstéindiger Satz von Gabeldiagrammen fiir (iS,llet)

.5, llet-e iS,llet-e
- bzw. —
eno,lappl eno,lapp eno,lapp
iS,llet-e ¥V v .
AN - . .
: - eno,lapp
eno,llet—eg )
e

R [@Q((letrec {Eg, x6 = (letrec {E7} in sg)} in rg), s1)]

cnolappl, R; [(letrec {Es, v = (letrec {E;} in sg)} in Q(rg, s1))]
R3 [(letrec {Es, Er, 16 = s¢} in Q(rg, s1))]
Die letzte Reduktion ist no, falls Ry = [-], sonst iS.

iSVno,llete

M R?)_ [@<(1etrec {E67 E77x6 = 86} in T6)7 81)]
M) Rg_[(letrec {E67 E77 Lo = 86} in @(T67 81))]

Durch die Zusammenfassung der einzelnen Diagramme ergibt sich der berechnete
vollstandige Satz von Gabeldiagrammen fiir (i5, llet):

iS,llet iS,llet
eno,a eno,a eno,lll
iS,llet 4 .
............................................ - .
" eno,lll
eno, 11
Ve
iS,llet—in iS,llet—in
eno,lapp eno,lapp eno,lapp

iS,lapp  iS,llet—in Y

O e D e e >

eno,lapp ; .-"'..eno,lapp

v

eno,llet—in

V¥

171



8 Implementierung und Ergebnisse

8.4 Volistandiger Satz von Gabeldiagrammen fiir
(iS.cp)

8.4.1 Vollstindiger Satz von Gabeldiagrammen fiir (iS,cp-in)

Das Programm berechnet 63 Gabeldiagramme fiir eine (iS5, cp — in)-Reduktion. Wir
geben die Diagramme an, die sich unterscheiden.

.S, cp-in

eno, llet—ml eno,llet-in

(letrec {Es, CHg(cxy = cg, cxg = cxg), cxg = vg} in (letrec {Fy} in C[cxg]))

eno,lletin

(letrec {Es, By, CHg(cxr = cxg, crg = cag), cxg = v} in C[cag])

epin, (letrec {Es, By, CHg(cxy = cxg, crg = cxg), cxg = vg} in C5[vs))
iScpin (letrec Eg, CHg(cxy = cxg, crg = Cxg), CTe = Vg
in (letrec {E»} in C%[ve)))
cnollctin (letrec {Eg, By, CHg(cxr = cxg, cxg = cxg), cx = v6} in C[ve))
.S, cp-in
Lo
eno,llet—el eno,llet-e
.S, cp-in v
.......................... -

(letrec Eyo, CHg(cxy = cxg,crg = cxg), cxg = vg, 1 = (letrec {Es} in 1)

in Rig[Q(Ry[z1], CGlexo))])

eno,llete.0

(letrec Eig, Fy, CHg(cry = cxg, crg = cT3), cxg = Vg, 1 = S1
- in Rig[Q(Ry 1], 17[0559])])
epin, (letrec Fig, Ey, CHg(cxr = cxg, cxg = CT3), CTg = Vg, T1 = S1

in Rig[@Q(Ry[r], C [ s])])
(letrec Eio, CHg(cxr; = cxg, cxg = cxg), cxeg = Vg,

x1 = (letrec {Es} in s7)

in Rig[Q(Ry[a1], Cf7lvg])])

(letrec Fig, Ey, CHg(cxr = cxg, cxg = CT3), CTg = Vg, T1 = S1

in Rig[@Q(Ry[21], Cflvg])])

1S, cpin
—

eno,llete.0
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8.4 Vollstdndiger Satz von Gabeldiagrammen fiir (iS,cp)

eno, cp—ml i eno,cp-in
iS,cp-in. Y

(letrec Fy, CHy(cxe = cxg,cxy = cx3), CHg(cxr = cxg, crg = cT3), CTe = Vg
in Ry, [Q(Ryg[czd], 01046 [cxo])])

eno,cpin
——— (letrec E9,CHi(cxy = cxg, cry = Cr3),

CHg(cxr = cxg, cxg = €Tg), CTg = Vg
in Ry [Q(Rigve], Cliglero])])
3B,evin, (letrec FEy, CH(cxy = cxg,cxy = cx3),
CHg(cxr = cxg, cxg = €T3), CTg = Ug
in Ry [Q(Riglve], Clislvs])])

iS,cpin
———— (letrec Ey,CH;(cxy = cxg, cxy = cr3),

C'Hg(cxr = cxg, cxrg = €Tg), CTg = Vg
' in Ry [Q(Rygcz], 01046[U6])])
TP, (letrec By, CHy(cxy = cxg, cxy = cxs)

CHg(cxr = cxg, cxg = €T3), CTg = Vg
in Ry [Q(Ryvel, 01046 [vs])])

1S, cp-in

(letrec Eys, CHg(cxr = cxg, crg = cxg), cxg = vg, 1 = Ry [Q(cxy, $9)]
in Rig[Q(Rigylz1], 01061 [cxo])])

enocped, (letrec Eys, CHg(cxr = cxg, cxg = cxg), cxg = vg, 11 = Ry [Q(vg, S2)]

in Ry Q(Rygyfz1], 01061 [cxo])])
(letrec Eys, CHg(cxr = cxg, cxg = cxg), cxg = vg, 11 = Ry [Q(vg, S2)]
in Ry |Q(Rigylz1], 01061 [vs])])

iS,cpin
—_

Biepin, (letrec Eos, CHg(cxy = cxg,crg = cxg), cxg = vg, 11 = Ry [Q(cxg, $2)]

in Rig[Q(Rigyla1], Cfg [ve])])
(letrec Eys, CHg(cry = cxg, crg = cg), CTg = Vg, T1 = 1y [Q(vg, S2)]
in Ryg|Q(Rig[x1], 01061 [ve])])

eno,cpe.0
- m
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8 Implementierung und Ergebnisse

eno, lbetal eno,lbeta
.S, cp-in v

(letrec {Es, CHg(cxy = cg, cxg = cxg), cxg = vg} in Q((Ax1.CS[cxo]), 1))

eno,lbeta2

(letrec Eg, CHg(cxy = cxg, cxg = ci3), CTg = Vg
in (letrec {z; =} in C%[cxy]))
B.epin, (letrec Es, CHg(cxy = cxg, cxg = ci3), cTg = Vg

in (letrec {1 =1} in Cvg)))

iS,cpin
——— (letrec Fg,CHg(cxr = cxg, cxg = cT3), CTg = Ug

in Q((\x1.C%[ve]), 1))
(letrec FEg,CHg(cxr = cxg, cxrg = cT3), CTg = Vg

in (letrec {z; = r1} in C[vg)))

eno,lbeta2
B

1S, cp-in

eno, lappl eno,lapp
S, cp-in Y
P A > .

Ry [Q((letrec {Es, CHg(crr = cxg, cxg = cag), cxg = v} in CF [cwo)), 51)

eno,lappl _
— Ry

[
iS,cpin Rg[ ]7 )
Sepin, R; [@Q((letrec {Es, CHg(cry = cwg, crg = cxg), cx6 = v} in CS [vg)), 51)]
cnolappl, R; [(letrec {Es, CHg(cxr = cxg, crg = cag), cxg = vg} in Q(CS [vg), 51))]

8.4.2 Volistandiger Satz von Gabeldiagrammen fiir (iS,cp-e)

Das Programm berechnet 222 Gabeldiagramme fiir eine (i.S, cp — e)-Reduktion. Wir
geben die Diagramme an, die sich unterscheiden.
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8.4 Vollstdndiger Satz von Gabeldiagrammen fiir (iS,cp)

eno, llet—inl eno,llet-in

(letrec E7, CHz(cyr = cys, cyo = cys), cys = vr, Ys = CF [cyo]
in (letrec {FEy} inm))

eno,lletin .
——— (letrec {&y7, By, CH7(cyr = cys, cYo = CYs), CYs = V7, Y6 = 070[099]} in )
iS,cpe

—— (letrec {Er, By, CH7(cyr = cys, cyo = cys), cys = vz, Yo = CF [v7]} in rq)

iS,cpe
i (letrec E7, CHq(cyr = cys, cyo = cys), cye = vr,ys = C¥[v7]
in (letrec {Ey} inm))

eno,lletin
_

(letrec {Er, By, CH7(cyr = cys, cyo = cys), cye = vr,ys = C¥[v7]} in 1)

iS,cp-e

eno, llet—el eno,llet-e
iS,cp-e v

(letrec E;, CHy(cyr: = cys, Yo = cys), cys = 7, ys = (letrec {Fs} in C%[Cyg])
in Ry [ye))

eno,llete.0
—_—

(letrec Er, Ey, CHr(cyr = cys, cyo = cys), cys = vz, Yo = Cr[cyo)

in Ry [ye))

5cpe, (letrec E7, Ey, CHr(cyr = cys, cyo = cYs), cYs = 1, Yo = Ciy[v7]
in Ry [ye))

3Shepe, (letrec Er, CHy(cyr = cys, cyo = cys), cYs = vr,

ys = (letrec {Fy} in C%[vr])

in Ry [ye])

eno,llete.0

—— (letrec Ey, Ey, CHy(cyr = cys, cyo = cys), cys = vr, ys = Co 7]
in Ry [ys))
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8 Implementierung und Ergebnisse

eno, cp—ml i eno,cp-in
iS,cp-e |l

(Letrec {Eass, CHis(cxa = cys, (cxy = cx3), cr3 = cTa1), Ys = U7} in Ry [cxy))

cno.cpin, (letrec Eoys, CHis(cxa = cys, (cxq = cx3), 3 = cTa1), cYs = v7
in Ry [v7])
iS,cpe (letrec {E235, CH18(C«T2 = CYg, CT3 = C$21), CTy = VU7, CYg = U7} in Rl_ [U7]>

P, (Letrec { Bags, CHiglcxs = cys, e = cay), ey = vy, ¢y = vr} in Ry [cxy])
2P (Letrec {Eass, CHig(cry = cys, cr3 = ca1),, ¢ty = U7, cys = v7} in Ry [v7])

.S, cp-e

(letrec Eggr, CHgsolcys = cys, (cys = cys), cys = CYes3),
cye = vr, 11 = Ry [Q(cyy, 1))
in Ry [z1])

eno,cpe.0
Y

(letrec E897, CHﬁgo(CyQ = CYs, (Cy4 = Cy3)7 CYys = Cy683)7
cye = vz, 21 = Ry [Q(v7, 52)]
in Rl_ [l’l])

iSycpe, (letrec Eggr, CHgso(cya = cys, cys = CYos3),
cys = vz, cys = vy, x1 = Ry [Q(v7, 53)]
in R [z1])
Biepe, (letrec Esgr, C'Hgso(cyz = cys, cys = CYess),
cys = v, cye = v7, x1 = Ry [Q(cyy, 52)]
in Ry [z1])
enocpe0, (Letrec Eggr, C'Hgso(cyz = c¥s, CYs = CYos3)

CYs = V7, CYs = V7, T1 = Ry [@(U% 52)]
in Ry [z1])
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8.4 Vollstdndiger Satz von Gabeldiagrammen fiir (iS,cp)

1S, cp-e

eno,cp—ml eno,cp-in
(letrec Egso, CHi(cxe = ys, cxa = cx3), CH7(cyr = cys, cyo = cys),

CYs = VU7, Y — ()\$618-C(5017[Cy9])
in Ry [cxy])

eno,cpin
E——

(letrec Fgzo, CHi(cxy = yg, cxy = cx3), CH7(cyr; = cys, cyo = cys),
CYe = V7, Yo = ()\%18-06017[@9])
in Ry [(Azeis.Ciizlcyo])])
(letrec Fgzo, CHi(cxy = yg, cxy = cx3), CH7(cyr; = cys, cyo = cys),
CYe = V7, Yo = ()\%18-06?17[@9])
in Ry [(Aeis-Cir[vr])])
(letrec Fgzo, CHi(cxy = yg, cxy = cx3), CH7(cyr; = cys, cyo = cys),
cys = vr, Yo = (Aw618.Ci7[v7])
in Ry [(Meis-Cir[vr])])

iS,cpin
- =

iS,cpe
"

e, (letrec Egsp, CHi(cxe = yg, cxy = cx3), CH7(cyr = cys, cyo = cys),

cye = v7,Ys = (Aze1s-Ci7[v7])
in Ry [cz4])

eno,cpin
E——

(letrec Egso, CHy(cxy = ys, cxq = cx3), CH7(cyr = cys, cyo = cys),
CYs = V7, Ys = ()\%18-06017[?]7])
in Ry [(Azes.C§i7[vr])])
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8 Implementierung und Ergebnisse

1S, cp-e

: eno,cp-e

(letrec Eis01, CHy(cyz = ys, cya = cys), CHr(cyr = cys, cyo = cys),
ClYg = U7, T1 = RZ_ [@(Cy4, 82)], Yo = ()\x1280-Clc279 [Cy9])
in Ry [21])

cnocped, (Letrec FEi301, CHa(cys = ys, cys = cys), CHz(cyr = cys, cyo = cys),
cYe = v7, 21 = Ry [@(()\%280010279[099])7 s2)], Yo = ()@1280-010279[03/ )
in Ry [z1])
Biepe, (Letrec FEis01, CHa(cys = ys, cys = cys), CHz(cyr = cys, cyo = cys),
cys = vr, 11 = Ry [Q((Ar1280.-Clarg V7)), 52)], Y6 = (A1280.Clarolcys))
in Ry [z1])
Bicpe, (Letrec Ei301, CHa(cys = ys, cys = cys), CHz(cyr = cys, cyo = cys),
cyo = vr, 11 = Ry [Q((A21280.Clarg[v7]), 52)], Y6 = (AT1280.Clarg[v7]
in Ry [z1])
e, (Letrec FEis01, CHa(cys = ys, cys = cys), CHz(cyr = cys, cyo = cys),
cye = v7, 11 = Ry [Q(cya, $2)], yo = ()@1280-010279[7)7])
in Ry [z1])
cenoeped, (letrec Fi301, CHs(cys = ys, cys = cys), CHr(cyr = cys, cyo = cys),

cye = vr, 11 = Ry [@(()\%28001%79[@7])7 s2)], Yo = ()\$1280-01%79[U7]
in R [z1])
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8.4 Vollstdndiger Satz von Gabeldiagrammen fiir (iS,cp)

eno, lbetal eno,lbeta
.S, cp-e v

(letrec Ey, CHq(cyr = cys, cyo = cys), cys = v7, Ys = Q((Ay27.C%lcyo]), 1)
in R3 [ye])

eno,lbeta3.0
_—

(letrec Fr,CH:(cyr = cys, cyo = cys), CYs = V7,
ye = (letrec {ys = 1} in C%[cyo])

in Ry [ye])
SSepe, (letrec Er, CHq(cyr = cys, cys = cys), cyYs = vr,
ye = (letrec {ys = r1} in CG[v7])
in Ry [ye])
iSepe, (letrec Er, CHr(cyr = cys, cyo = cys), cys = vr,

Yo = Q((Ayar.Csglvr]), 1)
in Ry [ys])
cenofbetadd, (letrec Fr,CH:(cyr = cys, cyo = cys), CYs = V7,
ys = (letrec {ys = r1} in CG[v7])

in R3[ye])

.S, cp-e

eno,lappl eno,lapp
.S, cp-e v

R;[@((1etrec {E7, CH7(cyr = cys, cyo = cys), cys = vr,ys = C¥[cyo]} in 16), 51)]

eno,lappl
_

R; [ (letrec E;,CHq(cyr = cys, cyy = cys), cys = vr,ye = CF [cyo] |
in @(7“6, 81))

iS,cpe _

Rl N R3 [ (letrec Eq;, CH7(cyr = cys, cyg = CYs), CYs = V7, Yo = 070[1)7]]
in @(7“6, 81))

iS,cpe

—= R;[Q((letrec E7, CH:(cyr = cys, cyo = cys), cys = v7,ys = C[v7] , 51)]

in 7¢)
eno,lappl
_—

Ry [ (letrec E;, CHy(cyr = cys,cyo = cys), cys = v7, Yy = CF [v7]]
in Q(rg, s1))

Durch die Zusammenfassung der einzelnen Diagramme ergibt sich der berechnete
vollstandige Satz von Gabeldiagrammen fiir (iS5, cp):
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iS,cp

eno,a i eno,a
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9 Zusammenfassung und Ausblick

9.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein einfacher A\-Kalkiil mit einem letrec-Konstrukt betrachtet,
der auf einer Teilmenge des LR-Kalkiils aus Schmidt-Schaufl et al. (2007) basiert.
Der verwendete Kalkiil wird als A'**-Kalkiil bezeichnet und besteht aus einer Sprache
Ljiet, deren Elemente Ausdriicke sind, aus Reduktionsregeln, die Ausdriicke trans-
formieren und einer standardisierten Form der Auswertung, der Normalordnung. Der
Kalkiil wird in Kapitel 2 definiert. In diesem Kapitel wird auflerdem das zentrale
semantische Konzept des Kalkiils, die kontextuelle Gleichheit von Ausdriicken und
darauf aufbauend die Korrektheit von Programmtransformationen definiert. Als we-
sentliches Hilfsmittel zum Beweis der Korrektheit von Programmtransformationen
dienen vollstandige Sétze von Gabel- und Vertauschungsdiagrammen.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, eine Methode zu entwickeln, mit der vollstindige Sétze
von Gabeldiagrammen fiir den A’-Kalkiil berechnet werden koénnen. Die Methode
basiert auf der Berechnung von Uberlappungen von Reduktionsregeln, wozu Reduk-
tionsregeln des A*-Kalkiils unifiziert werden miissen.

Der Hauptteil der Arbeit (Kapitel 3, 4, 5 und 6) befasst sich mit den Unifika-
tionsmethoden, die zur Unifikation von verschiedenen Konstrukten, die in A’
Reduktionsregeln enthalten sind, benétigt werden. Im Verlauf der vier Kapitel
wird sukzessiv eine Signatur X'* definiert, mit deren Hilfe Konstrukte, die in A-
Reduktionsregeln vorkommen, als Terme iiber der Signatur Y'* dargestellt und uni-
fiziert werden konnen.

Die Reduktionsregeln in A’ enthalten Variablen verschiedener Sorten. In Kapitel 3
werden Terme mit Sorten definiert und das Verfahren zur Unifikation von Termen
mit Sorten beschrieben, das auf der Arbeit von (Schmidt-Schaufl, 1989a) basiert. Es
wird gezeigt, dass der Unifikationsalgorithmus terminiert und vollstdndig ist.

Kapitel 4 befasst sich mit der Unifikation von Funktionssymbolen, deren Argumente
vertauschbar sind. Diese Unifikationsmethode wird benétigt, da die Elemente von
letrec-Umgebungen in A vertauschbar sind und diese Vertauschbarkeit bei der
Unifikation beriicksichtigt werden muss. Es wird ein Unifikationsalgorithmus aus der
Theorie der Unifikation von Mengen (Dovier, Piazza, & Rossi, 2000) vorgestellt, der
terminiert und vollstédndig ist.
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9 Zusammenfassung und Ausblick

letrec-Umgebungen in A*-Reduktionsregeln enthalten in manchen Fillen ein Kon-
strukt, um Variablenketten beliebiger Linge darzustellen. Die Methoden, die zur
Unifikation von Variablenketten verwendet werden, sind in Kapitel 5 beschrieben.

Als letztes Konstrukt, das es bei der Unifikation zu beriicksichtigen gilt, enthalten
A**_Reduktionsregeln Kontextvariablen mit Sorten. Deren Unifikation erfolgt wie
in Kapitel 6 dargelegt. Dabei orientieren wir uns hauptséchlich an der Arbeit von
(Comon, 1998) und skizzieren dessen Uberlegungen zur Vollsténdigkeit und Termi-
nierung der Unifikationsprozedur.

In Kapitel 7 wird der Begriff der Uberlappung von Reduktionsregeln formal defi-
niert. Dazu fassen wir zuerst die Definition der Signatur ¥, die zur Darstellung
und Unifikation von A‘-Reduktionsregeln verwendet wird, zusammen. Dann wer-
den Reduktionsregeln fiir Terme {iber dieser Signatur und eine standardisierte Form
der Auswertung, analog zu den entsprechenden Definitionen des A'-Kalkiils de-
finiert. Die in X' definierte Normalordnungsreduktion stellt eine Einschrinkung
der Normalordnungsreduktion aus A" dar. AbschlieBend beschreiben wir, wie alle
Uberlappungen fiir einen vollstindigen Satz von Gabeldiagrammen berechnet wer-
den konnen.

Das abschlieende Kapitel 8 befasst sich mit der Implementierung, die im Rahmen
dieser Arbeit entstanden ist. Sie berechnet vollstandige Sétze von Gabeldiagrammen.
Wir skizzieren einige Datenstrukturen des Programms und geben Beispiele fiir die
Arbeitsweise der wichtigsten Funktionen. Anschliefend geben wir die vollstéandigen
Satze von Gabeldiagrammen an, die das Programm berechnet.

9.2 Ausblick

Abschlieflend zeigen wir einige Erweiterungen und Verbesserungen auf, die durch
zukiinftige Forschung erreicht werden konnten.

9.2.1 Anpassung der Implementierung an die
Unifikationstheorien

Wie wir in Kapitel 8 zu Beginn dargelegt haben, entspricht die Implementierung,
die im Rahmen der Arbeit entstanden ist nicht in allen Aspekten den vorgestellten
Unifikationstheorien. Um eine hohere Sicherheit beziiglich der Terminierung und
der Vollstandigkeit des programmierten Unifikationsalgorithmus zu erhalten, ist ei-
ne Anpassung des Programms an die Unifikationstheorien notwendig. Dazu ist das
Programm so zu veréndern, dass anstatt Ausdriicken mit Metavariablen Terme mit
Sorten zur Unifikation verwendet werden. Auflerdem sind die einzelnen Unifikations-
regeln des Programms so abzuéndern, dass sie den Regeln der Theorien entsprechen.
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9.2 Ausblick

Das Programm kann auch noch an verschieden anderen Stellen erweiterte werden.
Beispielsweise um ein Modul, das es erlaubt eine Menge von Gabeldiagrammen ein-
zugeben. Anhand der Berechnung aller Uberlappungen kann dann getestet werden,
ob die eingegebene Menge von Diagrammen vollsténdig ist. Eine weitere, wiinschens-
werte Funktion ist die Berechnung einer vollstdndigen Menge von Vertauschungs-
diagrammen.

9.2.2 Offene Fragen zur Unifikation von Termen mit
Variablenketten

Die Behandlung der Unifikation von Termen mit Variablenketten in Kapitel 5 ist
eher informell. An vielen Stellen, an den eigentlich Beweise von Aussagen nétig sind,
werden lediglich Beispiele gegeben. Insbesondere die Vollstandigkeit der Unifikati-
onsprozedur wird nicht ausfiihrlich untersucht. Hierzu sind weitere Untersuchungen
notwendig.

9.2.3 Berechnung von Diagrammen fiir andere Kalkiile

Die Berechnung von Gabeldiagrammen erfolgt in dieser Arbeit fiir den einfachen
A*t_Kalkiil, der iiber die Konstrukte Applikation, Abstraktion und letrec verfiigt.
In der Literatur zur Korrektheit von Programmtransformationen existieren eine
Vielzahl von Kalkiilen, die iiber einen grofleren Sprachumfang verfiigen (Schmidt-
Schaufl, 2003; Schmidt-Schaufl et al., 2007; Sabel, 2008). Des weiteren gibt es
Kalkiile, in denen die Normalordnungsreduktion in einer anderen Form als in A'¢
definiert wird (Schmidt-Schau$, 2007). Fiir diese Kalkiile ist es interessant zu un-
tersuchen, ob sich die hier vorgestellten Methoden verwenden lassen, um fiir sie
vollsténdige Sitze von Gabeldiagrammen zu berechnen.
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